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基于谐振腔内非均匀介质耦合效应的矩阵计算
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摘要　基于谐振腔内的非均匀介质对激光横模的耦合作用,提出了一种用于计算谐振腔内稳定振荡模式的矩阵算

法.激光横模在谐振腔内往返传播时,其能量在非均匀介质的作用下发生耦合,原本不相干的模式逐渐变得相干.

经多次往返传播后,各横模将按一定的能量比例线性叠加,形成稳定振荡的模式.给出了非均匀介质耦合效应的

耦合矩阵,并将往返传播的激光场表示成向量形式,用矩阵计算的方法对介质前后的光场变化进行计算.建立了

一个稳定平凹腔模型,对谐振腔内激光场的传播进行了矩阵计算,在不同条件下计算得到了多个稳定振荡模式,计
算结果与理想模式符合得很好.该研究在一定程度上证明了非均匀介质耦合效应的存在,并提供了一种新的快速

计算谐振腔内稳定振荡模式的方法.
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１　引　　言
相干性是激光最重要的特性之一.空腔中的同种横模是完全相干的,不同横模之间不存在相干性[１].

然而,实际激光器输出的光束往往是部分相干的多模光束,说明原本不相干的理想模式之间具有了相干性.
陈培锋等[２]对这种现象进行了解释,基于菲涅耳Ｇ基尔霍夫衍射积分证明了谐振腔内的非均匀介质使得各个
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横模之间发生相互耦合,从而使横模之间具有一定的相干性;该研究还指出,增益介质的增益饱和现象产生

的非均匀分布也会引起横模之间的耦合.Paschotta等[３Ｇ４]研究发现,这种横模之间的相互耦合会引起输出

激光束的光束质量恶化,他们用一个简单的模式耦合模型对横模间的耦合进行了分析.在分析模型中,激光

场被表示为多个理想横模分量的线性组合,光学介质被简化成具有复振幅透射率的薄透镜.合理利用非均

匀介质的耦合效应,可以提高激光束的光束质量.马养武等[５]利用波导传输加强了各个横模之间的相干性,
使激光工作于多模的同时保证了激光束的光束质量.实际激光器的一些现象与理论分析符合得很好.例

如,当激光功率较高时,增益介质的非均匀性较好,往往会输出多个模式;当激光功率较低时,增益介质的非

均匀性较差,比较容易获得基模高斯光束输出.然而,上述关于非均匀介质耦合效应的研究都只是理论上的

分析,由于实际激光器中介质的不均匀性难以测量,计算和测量这种耦合效应的实际数值非常复杂,且非均

匀介质的耦合效应缺乏实验上的验证.
本文基于谐振腔内非均匀介质的耦合效应,提出了一种用于计算谐振腔内稳定振荡模式的矩阵算法,并

建立了一个激光二极管(LD)端面抽运固体激光器模型,对矩阵计算进行了模拟研究,该模型与 Hu等[６]提

出的激光器模型类似.谐振腔内的光学介质用陈培锋等[２]提出的耦合矩阵表示,用多个理想模式的线性叠

加表示激光场[３Ｇ４],并将激光场写成向量形式,向量中的元素为理想横模分量的叠加系数.在不同条件下计

算得到多个稳定振荡的模式,计算结果与理想模式符合得很好,一定程度上证明了非均匀介质耦合效应的存

在,并为快速计算谐振腔内的稳定振荡模式提供了一种新方法.

２　耦合矩阵与矩阵计算
陈培锋等[２]从菲涅耳Ｇ基尔霍夫衍射积分出发研究了谐振腔内非均匀介质对激光横模的耦合效应,并给

出了耦合效应的耦合矩阵.激光场可以表示为理想横模的线性组合,用单个字母n 表示理想横模的阶

数,有

E(x,y)＝∑
¥

n＝１
Cnun(x,y), (１)

式中E(x,y)为谐振腔内往返传播的激光场,un(x,y)为阶数为n 的理想横模,Cn 为横模分量的叠加系数.

Cn 可表示为[７]

Cn ＝∬u∗
n (x,y)E(x,y)dxdy, (２)

式中u∗
n (x,y)为un(x,y)的共轭光场.将谐振腔内的介质看作具有复振幅透射率t(x,y)的薄透镜,介质

的耦合矩阵tm×n中的元素可表示为[２]

tnm ＝∬u∗
m(x,y)t(x,y)un(x,y)dxdy, (３)

式中tnm为tm×n中第n 行、第m 列的元素,由介质的复振幅透射率决定.tnm和Cn 满足[２]

∑
¥

n＝１
Cn(γtnm/γm －δnm)＝０, (４)

式中δnm为脉冲函数,当n＝m 时,δnm＝１,当n≠m 时,δnm＝０;γ 和γm 分别为激光场E(x,y)和理想横模

um(x,y)对应的本征值,其幅值大小表示相应激光场在空腔内的单程衍射损耗.(４)式为一个线性方程组,
要使Cn 有非零解,其系数矩阵的行列式必须等于０,此时可解得n 组Cn,对应于(１)式中E(x,y)的n 个解.
可以证明,只有当耦合矩阵tm×n的非对角元素不全为零,即介质为非均匀介质时,各个横模之间才可能发生

耦合[２].非均匀介质的耦合效应可以解释激光器的一些实际现象.例如,高功率输出的激光器中增益介质

的热效应和饱和效应产生的非均匀性,会引起基模和高阶模式之间的耦合,从而导致输出激光束中含有多个

横模.对耦合矩阵的进一步研究发现,可以通过计算耦合矩阵对介质前后的光场变化进行分析.
假设任意理想横模um(x,y)通过非均匀介质t(x,y)后的光场为u′m(x,y),注意u′m(x,y)已不再是理

想横模,则有u′m(x,y)＝t(x,y)um(x,y).对u′m(x,y)进行归一化处理得u″m(x,y)＝ku′m(x,y),其中k
为归一化常数,由(２)式可得u″m(x,y)中理想横模分量的叠加系数为
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C１＝k∬u∗
１ (x,y)t(x,y)um(x,y)dxdy＝kt１m

C２＝k∬u∗
２ (x,y)t(x,y)um(x,y)dxdy＝kt２m

⋮

Cn ＝k∬u∗
n (x,y)t(x,y)um(x,y)dxdy＝ktnm

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

. (５)

　　将光场写成向量形式,向量中的元素为理想横模分量的叠加系数,有

u″m(x,y)＝k[t１m　t２m　　tnm]T

u′m(x,y)＝[t１m　t２m　　tnm]T{ . (６)

　　现考察一般的激光场,假设介质前后的激光场分别为E(x,y)和E′(x,y),由(１)式可知E(x,y)和
E′(x,y)均可表示为理想横模分量的线性组合,有

E(x,y)＝C１u１＋C２u２＋＋Cnun

E′(x,y)＝C′１u１＋C′２u２＋＋C′nun
{ . (７)

　　(７)式中的每个理想横模都满足(６)式中的关系,将(６)式代入(７)式得

C′１
C′２
⋮

C′n

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

＝

t１１ t１２  t１m
t２１ t２２  t２m
⋮ ⋮ ⋮

tn１ tn２  tnm

é

ë
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ê
ê
ê

ù

û

ú
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ú

C１

C２

⋮

Cn

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

. (８)

　　(８)式等号左边表示介质的出射场E′(x,y),等号右边的矩阵为介质耦合矩阵,等号右边表示介质的入

射场E(x,y).已知介质的耦合矩阵,即可用(８)式对介质前后的光场变化进行计算.(８)式表明耦合效应

的物理意义为:非均匀介质能使入射光场中的理想横模分量发生能量交换,各理想横模分量按耦合后的能量

比例重新线性叠加形成出射场,这种能量交换取决于非均匀介质的耦合矩阵.

图１ LD端面抽运固体激光器模型

Fig敭１ ModelofaLDendＧpumpedsolidＧstatelaser

３　矩阵计算模拟
非均匀介质的耦合效应有待进一步的实验验证.按照上文的分析,如果非均匀介质存在耦合效应,就可

以用相应的耦合矩阵对介质前后的光场变化进行计算.反过来讲,如果能通过矩阵计算求出谐振腔内的稳

定振荡模式,就可以证明耦合效应的存在.建立如图１所示的LD端面抽运固体激光器模型,该模型与 Hu
等[６]提出的激光器模型类似.图中LD发射８０８nm的抽运光.抽运光通过一个聚焦透镜系统聚焦准直后

打在增益介质上,抽运光集中在中心区域半径为０．５mm的圆内.增益介质为Nd∶YAG激光晶体,可产生

１０６４nm的激光.M１ 为平面反射镜,实际上是附在增益介质表面的高透高反膜,透过抽运光同时反射激光.

M２为凹面输出境,曲率半径为２５００mm,透射率为１０％.两个腔镜均为半径为１．２mm的圆形镜,腔镜的大

小可以通过插入小孔光阑进行调节,整个谐振腔的长度L＝２５０mm,计算得到基模高斯光束在 M１ 上的光
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斑半径为w０＝０．５０４０mm.为了激发特定的拉盖尔Ｇ高斯光束(LGB),Hu等[６]在谐振腔内插入了一个振幅

掩模板,掩模板上附有若干条具有一定宽度的不透光细线,细线恰好处于目标LGB光强为零的位置.由于

细线的存在,激光在谐振腔内往返传播时,目标LGB受到的损耗将远小于其他模式,从而被激发.图１中振

幅掩模板上的红色圆斑表示增益介质的有效增益区域,蓝色直线表示插入的细线.Hu等[６]采用角谱的衍

射理论对激光传播进行了模拟研究,通过调整细线的形状和位置成功得到了多个LGB的输出.角谱的衍射

理论是将光场看作多个平面波分量的线性组合,将自由空间看作一个线性系统,利用角谱的传播计算光场在

自由空间中的传播,角谱法具有很快的计算速度,广泛应用于光场衍射的数值计算[８Ｇ１０].相比角谱法,矩阵

算法具有更快的计算速度.下面以LGB为例,对激光在谐振腔内的传播进行矩阵计算.
振幅掩模板实际上是附在增益介质右侧的光阑,光阑上带有若干条具有一定宽度的不透光细线,因此可

以将振幅掩模板和增益介质看作一个整体,并用一个薄透镜 H表示.Nd∶YAG激光晶体为均匀分布的介

质,具有增益饱和效应,激光场稳定振荡后的复振幅透射率可以表示为

t(x,y)＝exp
１
２

g０(x,y)
１＋[I＋ (x,y)＋I－ (x,y)]/Is
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úúT(x,y), (９)

式中I＋(x,y)和I－(x,y)分别为稳定振荡后右向和左向传播的激光光强;Is 为饱和光强,这里取Is＝
１kW/cm２[１１];g０(x,y)为小信号增益,其大小由抽运光决定.采用均匀抽运,抽运区域内的小信号增益为

常数.(９)式与文献[６]中增益介质的数学表达式类似,其中T(x,y)可表示为

T(x,y)＝
０,inopaquelines
１, elsewhere{ . (１０)

　　图１中 M１ 和 M２ 的复振幅透射率见文献[１２],理想横模在 M１、H和 M２上的光场分布可通过高斯光束

的基本性质进行求解[１].将介质的透射率分布函数和介质上理想横模的光场分布代入(３)式,即可求得各个

介质的耦合矩阵,分别记 M１、H和 M２的耦合矩阵为t１、th、t２.初始入射场为随机光场,其理想横模分量的

叠加系数为随机复数.初始入射场从 M１ 入射到谐振腔内,穿过H后传播到 M２ 上,然后由 M２ 反射回谐振

腔并再次穿过H,最后回到 M１完成一次往返.根据数学知识,激光场往返传播一次的矩阵可表示为

M ＝tht２tht１, (１１)
式中M 又称为谐振腔的变换矩阵.激光场往返传播一次的变化可表示为

Ej＋１＝MEj, (１２)
式中j为激光场往返传播的次数.下面重点分析 H 的复振幅透射率及相应的耦合矩阵.LGB可表示为

LGm′n′,其中m′和n′分别为LGB的角向和径向阶数,LGB的角向因子分为cos(m′φ)和sin(m′φ),分别记为

LGm′n′(c)和LGm′n′(s).先用角谱的衍射理论对谐振腔内的激光传播进行计算,得到了LG００、LG１０(c)、

LG１０(s)和LG２０(s)的稳定振荡模式.然后对不同稳定振荡模式下的激光场进行矩阵计算,不同稳定条件下

薄透镜H的复振幅透射率如图２所示.图中灰色区域为没有被抽运到的区域,其复振幅透射率记为１;中心

亮斑为有效抽运区域,其复振幅透射率由(９)式决定;白色直线为振幅掩模板上的细线,其透射率记为０.各

稳定条件下的参数如表１所示.
表１　不同稳定条件下的参数

Table１　Parametersunderdifferentstabilityconditions

Stablemode Maxintensity/(kWcm－２) g０(x,y) Linewidth/μm
LG００ １．８５２８ ０．１２ －
LG１０(c) １．２１５５ ０．１６ ９０
LG１０(s) １．２１５５ ０．１６ ９０
LG２０(s) ２．０４３６ ０．３６ ７０

　　采用理想厄米Ｇ高斯(HG)模的线性组合对谐振腔内的激光场进行表示.HG模可表示为 HGpq(记为

LHGＧpq),其中p 和q分别为HG光束沿x 轴和y 轴的阶数.矩阵计算的LGB阶数较小,将激光场记为

u＝C１LHGＧ００＋C２LHGＧ１０＋C３LHGＧ０１＋C４LHGＧ１１＋C５LHGＧ１２＋C６LHGＧ２１＋C７LHGＧ２２, (１３)
则激光场的向量形式为u＝ C１ C２  C７[ ]T.利用(１１)式计算得到LG００、LG１０(c)、LG１０(s)、LG２０(s)
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图２ 不同稳定条件下 H的t(x,y).(a)LG００;(b)LG１０(c);(c)LG１０(s);(d)LG２０(s)

Fig敭２t x y ofHunderdifferentstabilityconditions敭 a LG００  b LG１０ c   c LG１０ s   d LG２０ s 

的变换矩阵M 以及矩阵的最大特征值对应的特征向量分别为
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０ ０ ０ １．００００００００ ０ ０ ０[ ] T. (１７)

　　值得注意的是,由于计算机得到的数据是无限循环小数,不可能将精确的数据罗列出来,上式的谐振腔

变换矩阵中的元素保留到小数点后４位,矩阵最大特征值对应的特征向量中的元素保留到小数点后８位.
按照(１２)式对初始随机场进行矩阵计算,每计算一次对光场进行一次归一化处理,计算２×１０４ 次的结果为

u１＝ ０．９９９９９８３２ ０ ０ ０ ０ ０ ０．００１８３５３６e０．９７５９i[ ] T
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u４＝ ０ ０ ０ １．００００００００ ０ ０ ０[ ] T
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í
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, (１８)

式中u１、u２、u３、u４ 分别表示稳定振荡模式为LG００、LG１０(c)、LG１０(s)、LG２０(s)时的矩阵计算结果,该结果与

采用角谱的衍射理论得到的结果符合得很好,证明矩阵计算能求出谐振腔内的稳定振荡模式,在一定程度上

证明了非均匀介质确实存在耦合效应.图３(a１)~(d１)显示了这４个计算结果的光场分布,图３(a２)~(d２)
为相应的相位分布,图片大小与图２中的图片大小一致.图３(a２)的u１ 光场在中心区域处的相位呈均匀分

布,与LG００的相位分布相符合,其他光场的分布与理论模式的分布也相符合.

图３ 不同稳定条件下矩阵计算结果的光场分布以及相位分布.(a)LG００;(b)LG１０(c);(c)LG１０(s);(d)LG２０(s)

Fig敭３ Opticalfielddistributionsandphasedistributionsobtainedbymatrixcalculationunderdifferentstabilityconditions敭

 a LG００  b LG１０ c   c LG１０ s   d LG２０ s 

比较(１４)式和各个稳定条件下的特征矩阵可以发现,矩阵迭代计算的结果即为谐振腔变换矩阵的最大

特征值对应的特征向量.特征值越大的向量,对应的损耗越小,激光场在谐振腔内往返传播时将收敛于该向

量,这意味着可以通过求解M 最大特征值对应的特征向量,算出谐振腔内的稳定振荡模式.值得注意的是,
矩阵计算不仅可以算出最终振荡模式包含的理想横模分量,还可以算出这些分量之间的能量比例和相位关

系,这些结果是传统计算手段无法得到的.矩阵计算２×１０４ 次所用的时间约为０．５２４１s,达到平面波角谱

计算速度的１×１０４ 倍以上,能大大提高模拟研究的效率.
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４　结　　论
基于谐振器内非均匀介质的耦合效应,提出一种用于计算谐振腔内稳定振荡模式的矩阵算法,并建立了

一个LD端面抽运固体激光器模型,对矩阵计算进行了模拟研究.用具有复振幅透射率的薄透镜表示谐振

腔内的光学介质,用多个理想横模分量的线性叠加表示往返传播的激光场,将激光场写成了向量形式,向量

中的元素为理想横模分量的叠加系数.简单介绍了耦合效应的耦合矩阵,并在此基础上给出了矩阵计算的

思路,指出通过矩阵计算可以求出谐振腔内稳定振荡的模式.在LD端面抽运固体激光器模型中对LGB的

输出进行了矩阵计算,计算结果与理论模式符合得很好,侧面证明了非均匀介质耦合效应的存在.矩阵计算

还可以算出最终振荡模式包含的理想横模分量,并算出这些分量之间的能量比例和相位关系,这些结果是传

统计算手段无法得到的.矩阵计算２×１０４ 次所用的时间约为０．５２４１s,达到平面波角谱计算速度的１×１０４

倍以上.
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