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基于回转椭球波函数的光学系统分析
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摘要　回转椭球波函数在有限空间域和无限空间域内都是一组完备正交函数集,适合分析孔径尺寸有限的实际光

学系统.线性正则变换是一种重要的时频分析工具,同时菲涅耳变换也是一种特殊的线性正则变换,因此线性正

则变换可以模拟一个光学系统.研究了有限空间域和有限频域条件下的回转椭球波函数的补偿线性正则变换,以
补偿线性正则变换模拟一个二维光学系统,并以回转椭球波函数作为信号函数,分析了信号通过该系统的能量损

失情况,根据椭球波函数本征值性质,其本征值反映了椭球波函数的能量保存比.数值计算结果表明信号函数通

过该系统的能量比与通过函数本征值的能量比的估计值一致,表明了该方法的有效性.
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１　引　　言
实际的光学系统都是有限孔径系统,对于一个光学信号来说,其空间分布往往是有限的,根据测不准原

则,其在频域内分布是无限的.实际应用中信号函数通常都是限带函数,高于限定带宽的能量不予考虑,即
忽略高频分量引起的误差.而傅里叶变换、线性正则变换等都是在无限区间内分析信号,回转椭球波函数的

特殊性质在于:其在有限空间域、有限频域内和无限空间域、无限频域内都是一组完备正交函数,因此利用椭
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球波函数分析有限区间内的傅里叶或线性正则变换更接近实际应用.本文分析了椭球波函数在有限空间域

的补偿线性正则变换,以补偿线性正则变换模拟一个二维光学系统,以椭球波函数为信号函数,数值计算了

信号函数通过该系统的能量输入输出比,与根据椭球波函数本征值得到的能量输入输出比结果相一致,表明

椭球波函数可以用来分析光学系统的能量损失,并且可以用来评价光学系统的性能.

２　回转椭球波函数
椭球函数是在椭球坐标系下Helmholtz方程的解[１],包括角向波函数和径向波函数,基于零阶角向波函

数构造了椭球波函数φn x,c( ) :

φn(x,c)＝
λn

μn(c)
S０n x/X,c( ) , (１)

式中Smn(t,c)为角向波函数,Smn(t,c)＝ ∑
¥

r＝０,１
dmnr (c)Pmm＋r(t),t∈[－１,１],Pmn(t)＝ (１－t２)m/２dmPn(t)/dtm,

t∈[－１,１],μn(c)[ ] ２＝∫
１

－１
S０n(t,c)[ ]

２

dt,Pmn(t)为勒让德多项式,λn 为本征值,dmnr (c)为椭球角系数;c＝

XΩ为椭球波函数参量,它决定了φn x,c( ) 及其本征值λn 的衰减程度,为表示简便,记φn x,c( )＝φn x( ) .
通过图１给出椭球波函数的性质.

图１ 椭球波函数φn x( ) 与φ０ x( ).(a)c＝２,n＝０,１,２,３;(b)c＝０．５,１,２,４,n＝０
Fig敭１ Spheroidalwavefunctionsφn x( ) andφ０ x( )敭 a c＝２ n＝０ １ ２ ３  b c＝０敭５ １ ２ ４ n＝０

一维线性椭球波函数φn x( ) 及其本征值λn 主要有以下重要性质[２]:对于任何大于零的空间区域X ＞０
和任何上限角频率W ＞０,都存在一个实函数集:φ０ x( ) ,φ１ x( ) ,φ２ x( ) ,,φi x( ) , 和一组正的实数:
λ０ ＞λ１ ＞λ２ ＞ ＞λi,这组实数满足１＞λ０ ＞λ１ ＞λ２ ＞  ＞λi ＞０.

这个实数集φi x( ) 具有如下性质:

１)在(－∞,∞)上正交,

∫
∞

－∞
φm x( )φn x( )dx＝σmn,　σmn＝

１,m＝n
０,m ≠n{ ,　(m,n＝０,１,２,). (２)

　　２)在有限区间[－X,X]上也正交,

∫
X

－X
φm x( )φn x( )dx＝λnσmn,　σmn＝

１,m＝n
０,m ≠n{ ,　(m,n＝０,１,２,), (３)

满足如下积分方程:

λnφn(x)＝∫
X

－X
φn(t)

sinΩ(x－t)
π(x－t)

dt,　(n＝０,１,２,). (４)

３　基于椭球波函数的线性正则变换
３．１　线性正则变换的定义与性质

线性正则变换是重要的时频分析工具,通过改变其参数值,线性正则变换可简化为傅里叶变换[３Ｇ４]、分数
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傅里叶变换及菲涅耳变换等[５].线性正则变换的主要性质有:时移性、频率调制性和叠加性[６].根据其时移

性与频率调制性,线性正则变换又可以进一步推广到补偿线性正则变换,可以看成是线性正则变换的时间移

位与频率调制,无限对称域补偿线性正则变换[７]定义如下:

OLA
∞(u)＝

exp(iρu)
(i２πb)１/２∫

∞

－∞
exp

id
２b
(u－τ)２－i

u－τ
b x＋

ia
２bx

２é

ë
êê

ù

û
úúf(x)dx, (５)

式中ad－bc＝１,x∈[－T,T],u∈[－Ω,Ω],f(x)为信号函数,x为时间域自变量(或空间域自变量),u
为频率域自变量,τ,ρ分别代表时间(空间)和频率偏移. 显然,线性正则变换是一个酉变换,它把信号从一

个域变换到另一个域.
但实际的光学系统中,光学组件尺寸大小是有限的,这就意味着在实际应用中,补偿线性正则变换的区

间必须是有限的,有限对称域的补偿线性正则变换定义如下:

OLA
f(u)＝

exp(iρu)
(i２πb)１/２∫

T

－T
exp

id
２b
(u－τ)２－i

u－τ
b x＋

ia
２bx

２é

ë
êê

ù

û
úúf(x)dx. (６)

３．２　椭球波函数的补偿线性正则变换

最原始的椭球波函数的有限域傅里叶转换有如下性质:

i－n λn,Ω,TTΩ－１( ) １
/２φn,Ω,T TΩ－１ω( )＝(２π)－１/２∫

T

－T
exp(－iωx)φn,Ω,T(x)dx. (７)

　　假设以椭球波函数作为光学系统的输入信号,补偿线性正则变换的广义椭球波函数定义如下:

ϕn,Ω,T(x)＝ b －１/２exp －i
a
２bx

２＋
τ
bx

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú×φn,Ω,T b －１(b －１x),ηn,Ω,T ＝λn,Ω,T b －１. (８)

　 　 基 于 椭 球 波 函 数 的 补 偿 线 性 正 则 变 换 进 行 进 一 步 变 换:OLA ϕn,Ω,T(x)[ ] ＝
exp(iρu)
(i２πb)１/２∫

T

－T
exp

id
２b
(u－τ)２－i

(u－τ)
b x＋i

a
２bx

２é

ë
êê

ù

û
úúϕn,Ω,T(x)dx,将(８)式代入上式,则得到:

OLA ϕn,Ω,T(x)[ ]＝
exp(iρu)
i２πbb( ) １

/２×exp
id
２b
(u－τ)２

é

ë
êê

ù

û
úú×∫

T

－T
φn,Ω,T b －１ b －１x( )exp－i

u
bx

æ

è
ç

ö

ø
÷dx＝

exp(iρu)
i２πsgn(b)[ ] １

/２×exp
id
２b
(u－τ)２

é

ë
êê

ù

û
úú×∫

T b －１

－T b －１
φn,Ω,T b －１(x′)exp －i

u
sgn(b)

x′é

ë
êê

ù

û
úúdx′,

参考(７)式得到:OLA ϕn,Ω,T(x)[ ]＝expiρu＋i
d
２b
(u－τ)２

é

ë
êê

ù

û
úú×i－n－１

/２ λn,Ω,T b －１T
bΩ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１/２

φn,Ω,T b －１
Tu
bΩ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ,

考 虑 到 椭 球 波 函 数 的 一 个 规 律:φn,Ω,T(x)＝ (－１)nφn,Ω,T(－ x), 则 有:OLA ϕn,Ω,T(x)[ ] ＝

i－n－
１
２( ) sgn(b)expiρu＋i

d
２b
(u－τ)２

é

ë
êê

ù

û
úú×
λn,Ω,T b －１T

bΩ
æ

è
ç

ö

ø
÷

１/２

φn,Ω,T b －１
Tu
bΩ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,经过整理,最后得到:

OLA ϕn,Ω,T(x)[ ]＝μnk－１
/２

１ expik２u２＋ik３u( )ϕn,Ω,T
u
k１
æ

è
ç

ö

ø
÷

k１＝ΩT－１,k２＝
d
２b＋

aT２

２bΩ２
,k３＝ρ－

d
b －

T
bΩ

æ

è
ç

ö

ø
÷τ

μn＝i
(－n－１/２)sgn(b)η１

/２
n,Ω,T ×exp

i
b
d
２τ

２æ

è
ç

ö

ø
÷

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

. (９)

　　上述结果表明:椭球波函数做有限域补偿线性正则变换之后,输入与输出的区别只在于:幅值有缩放、有
时移,存在频率调制,线性调频增强.

４　基于补偿线性正则变换的二维光学系统
线性正则变换是菲涅耳变换[８Ｇ１１]的广义化与一般化,可以用来描述组件更复杂的光学系统,如棱镜和焦

距为f的透镜;补偿线性正则变换可分别使用传递矩阵[１２Ｇ１３]{１,０,０,１}、{１,０,－２π/fλ,１}来模拟棱镜和透

镜,多个光学元件组合的光学系统,线性正则变换可以通过传递矩阵相乘[１４]来实现.所以,线性正则变换可

以很好地模拟一个光学系统[１５].
根据线性正则变换的性质,使用补偿线性正则变换为光学系统建模,设输入光信号为fi(x,y),则输出
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光信号为

fo(u,v)＝exp(iε)OLAy OLAx fi(x,y)[ ]{ } . (１０)
式中OLAx 与OLAy 分别为沿x方向和y方向的补偿线性正则变换,两个方向的变化是独立的.

以一个二维光学系统为例,有两个介质和一个自由空间,如图２所示.介质１厚度:e０＋e１x＋e２y＋
e３x２＋e４y２,范围:x ∈ －D１,D１[ ] ,y ∈ －W１,W１[ ] ,介质２厚度:l０＋l１u＋l２v＋l３u２＋l４v２,范围:

u∈ －D２,D２[ ] ,v∈ －W２,W２[ ] .

图２ 二维光学系统

Fig敭２ TwoＧdimensionopticalsystem

厚度函数为rx２＋sx＋w 的介质,可以使用参数矩阵为 １,０,２kns－１( )r,１,０,kns－１( )s[ ] 的补偿线

性正则变换建模,其中k＝２π/λ,ns 是介质折射率;长度为z的自由空间,可以使用参数矩阵为{１,z/k,０,１,

０,０}的补偿线性正则变换建模.
以x方向计算为例,根据前面提到的参数矩阵计算方法,求出x方向总的参数矩阵为

a b
c d
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú＝

１＋２zns－１( )e３ z/k
２kns－１( ) e３＋l３( )＋P １＋２zns－１( )l３
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
,　
τ

ρ

æ

è
ç

ö

ø
÷＝

２ns－１( )e１
kns－１( ) e１＋l１( )＋Q
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
.

同理求出y方向的参数矩阵为

a′ b′
c′ d′
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú＝

１＋２zns－１( )e４ z/k
２kns－１( ) e４＋l４( )＋P１ １＋２zns－１( )l４
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
,　
τ′

ρ′
æ

è
ç

ö

ø
÷＝

２ns－１( )e２
kns－１( ) e２＋l２( )＋Q１
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
,

式中k ＝２π/λ,λ 为 波 长,ns 为 介 质 折 射 率. P ＝４zk ns－１( ) ２e３l３,P１ ＝４zk ns－１( ) ２e４l４,Q ＝
２zk ns－１( ) ２e１l３,Q１＝２zk ns－１( ) ２e２l４. 　　二维光学系统中,以ϕm(x)ϕn(y)作为输入函数,根据上

面公式得出:

ϕm(x)＝
k
z

æ

è
ç

ö

ø
÷

１/２

exp－ik
１＋２zns－１( )e３

２z x２＋ ns－１( )e１x
é

ë
êê

ù

û
úú{ }φm,D２,kD１z－１ kzx

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,

ϕn(y)＝
k
z

æ

è
ç

ö

ø
÷

１/２

exp－ik
１＋２zns－１( )e４

２z y２＋ ns－１( )e２y
é

ë
êê

ù

û
úú{ }φn,W２,kW１z－１ kzy

æ

è
ç

ö

ø
÷ . (１１)

　　φn,D２,kD１z－１(x)是原始椭球波函数,满足:

∫
kD１z－１

－kD１z－１

sinD２ x－x( )[ ]

πx－x( ) φn,D２,kD１z－１(x)dx＝λnφn,D２,kD１z－１(x). (１２)

　　根据前述椭球波函数的性质,可以计算出信号输入和输出的能量比:

R＝
∫

W２

－W２∫
D２

－D２
fo(x,y)２dxdy

∫
W１

－W１∫
D１

－D１
fi(x,y)２dxdy

＝
∑
∞

n＝０
∑
∞

m＝０
σm,n

２
λ２mλ２n

∑
∞

n＝０
∑
∞

m＝０
σm,n

２
λmλn

, (１３)

式中δm,n＝λ－１mλ－１n∫
W１

－W１∫
D１

－D１
fi(x,y)ϕ∗

m(x)ϕ∗
n (y)dxdy.

下面根据上述公式,以椭球波函数ϕi(x)ϕi(y)为信号输入,计算通过该二维系统的输出ϕ′i(x)ϕ′i(y)
及其信号输入与输出的能量比.

设光学系统介质１厚度:０．００８＋０．０１x＋０．０１y－２．５x２－２．５y２,范围:x,y∈ [－０．０３６m,０．０３６m],
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介质２厚度:０．００７＋０．０１２u＋０．０１２v－３．５u２－３．５v２,范围:u,v∈ [－０．０３m,０．０３m],z＝１．８m,λ＝５×
１０－４m,ns＝１．５.

以ϕ０(x)ϕ０(y)、ϕ８(x)ϕ８(y)作为输入,进行数值计算,得出相应的输出,输入输出结果如图３和图４
所示.

图３ ０阶椭球波函数的输入、输出结果.(a)输入幅值分布;(b)输出幅值分布;(c)输入相位分布;(d)输出相位分布

Fig敭３ InputandoutputresultsofzerothＧorderspheroidalwavefuctions敭 a Inputamplitudedistribution 

 b outputamplitudedistribution  c inputphasepositiondistribution  d outputphasepositiondistribution

图４ ８阶椭球波函数的输入、输出结果.(a)输入幅值分布;(b)输出幅值分布;(c)输入相位分布;(d)输出相位分布

Fig敭４ InputandoutputresultsofeighthＧorderspheroidalwavefunctions敭 a Inputamplitudedistribution 

 b outputamplitudedistribution  c inputphasepositiondistribution  d outputphasepositiondistribution

由图３和图４可以看出,输出与输入幅值的区别只在于:输出幅值分布规律是输入幅值的固定比例
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(k１)缩放,幅值强度为 ϕ′n(k１x)ϕ′n(k１y)＝Kn ϕn(x)ϕn(y),Kn 的大小随n的不同而变化;输出与输入

的相位分布区别在于:输出相位分布是输入相位的一定比例(k１)缩放,但相位大小的变化受空间偏移量与

频率偏移量的调制,并由阶数n及自变量u,v坐标综合影响.
根据(１３)式计算信号输入与输出的能量比R,按照椭球波函数本征值λn,求出能量输入输出比估计值

λ２n,两者进行对比:０阶,λ２０＝０．９０６４２６,R＝０．８８３６６２;８阶,λ２８＝０．００２７０８０３,R＝０．００２４０２１６.数值仿真结果

说明在二维光学系统中,能量比R近似等于λ２n;由此结果得知,椭球波函数本征值可用来分析信号通过光学

系统的能量损失.
根据此光学系统:T＝ b －１D１＝２５１．３２７,Ω＝D２＝０．０３,空间带宽积C＝TΩ＝７．５３９８１,根据回转椭

球波函数正交性质１)和２)可求出各阶本征值λn,并得到仿真结果,如图５所示.

图５ 各阶椭球波函数.(a)φ０ x( ) ,λ０ ＝０．９５２０６４;(b)φ１ x( ) ,λ１ ＝０．８７８６６６;(c)φ８(x),λ８ ＝０．０５２０３８７;

(d)φ９(x),λ９ ＝０．０１１６３３;(e)φ２８(x),λ２８ ＝２．１９３９６×１０－２８ ;(f)φ２９(x),λ２９ ＝３．５０７２１×１０－３０

Fig敭５ Spheroidalwavefunctionswithdifferentorders敭 a φ０ x( )  λ０ ＝０敭９５２０６４  b φ１ x( )  λ１ ＝０敭８７８６６６ 

 c φ８ x  λ８ ＝０敭０５２０３８７  d φ９ x  λ９ ＝０敭０１１６３３  e φ２８ x  λ２８ ＝２敭１９３９６×１０－２８  f φ２９ x  λ２９ ＝３敭５０７２１×１０－３０

上述结果表明随着阶数n的增大,椭球波函数φn x( ) 的能量分布在[－T,T]之间逐渐减小并趋于０,在

n≈ [４TΩ]＝３０后([]为取整),λn 基本趋于零,即λn 反映了φn x( ) 在[－T,T]上的能量分布比.

５　结　　论
椭球波函数的重要性质在于其是一组正交函数,尤其是在有限区间内也满足正交完备性,其本征值反映

了其在有限区间内的能量分布比.补偿线性正则变换的性质可以模拟一个光学系统,通过分析椭球波函数

在有限区间内的补偿线性正则变换,以椭球波函数作为信号函数输入上述模拟光学系统,得到输出;比较输

入输出信号函数的能量比,与椭球波函数自身本征值相比,两者结果一致,即本征值反映了函数的能量分布.
据此可以通过计算输入信号与输出信号的能量比来分析光学系统的能量损失,评价光学系统的性能,以及分

析光学系统传递信息的能力.
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