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主元分析相位提取算法的符号确定及误差分析

陈 曌 1,2 候园园 1,2 徐建程 1，2*

1浙江师范大学信息光学研究所 , 浙江 金华 321004
2浙江省光信息检测与显示技术研究重点实验室 , 浙江 金华 321004

摘要 基于主元分析的随机相移算法在动态干涉测量中有重要的应用。目前现有文献尚不能解决该算法存在的相

位符号不确定性以及无法评估提取相位结果的可靠性。为了解决该问题，利用主元分析方法从随机相移干涉条纹

中同时取相位分布和相移值，然后分析相位符号、精度与相移值之间的关系，最后利用所求相移值确定相位符号并

表征相位的可靠性。数值分析和实验结果验证该方法的有效性。数值模拟结果表明相位符号由相移值曲线斜率

的符号决定，相位提取结果的可靠性取决于相移值的随机统计特性。
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Abstract Random phase-shifting algorithm based on principal component analysis has important application in

dynamic interferometry. At present, the sign ambiguity and the reliability of the extracted phase by principal

component analysis are still not be solved and valued in the exiting references. To solve these problems, we firstly

extract the phase and phase shifts simultaneously from interferograms with random phase shifts by principal

component analysis. Then we analyze the relationship between the extracted phase shifts and the global sign and

the accuracy of the extracted phase. Finally, the sign ambiguity and the reliability of extracted phase are determined

and valued by analyzing the extracted phase shifts. Numerical simulations and experiments are implemented to verify

the effectiveness of this method. The simulation result shows that the global sign and the reliability of the extracted

phase depend on the slope and the statistic characteristics of the phase shifts, respectively.
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1 引 言
相移干涉术 (PSI) [1]因其精度高、重复性好被广泛地应用于光学测量。传统的相移干涉术 [2]需要三帧以上

相移量已知 (通常是 2π/N )的干涉图，由于环境振动、空气扰动等因素会引入随机相移误差，从而限制了传统

相移算法的精度。为了解决随机相移误差，大量国内外学者提出了各种随机相移算法。Wang等 [3-4]采用迭

代方法从三帧及以上干涉图中同时提取相移值和相位分布；Cai等 [5-7]利用统计方法先估计初始相移值，然后
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再采用迭代方法求得相移值和相位分布，从而减少了迭代运算次数。Cai等 [5,8-10]还采用直接测量或者近似计

算得到干涉条纹的背景光强，然后再运用迭代计算，实现了从两帧随机相移干涉图中提取相位分布。上述

算法都是基于最小二乘迭代运算，存在计算量大、效率低的问题。

近来，Vargas等 [11-12]提出一种基于主元分析的随机相移算法 (PCA)。主元分析算法的思想是通过正交变

换，把一组相关变量变换为一组不相关变量成为主元，有效地找出数据中最“主要”的信息、去除噪声和冗

余，将原有的复杂数据降维，揭示隐藏在复杂数据背后的统计特征信息。主元分析算法的特点是无需迭代，

直接从一组随机相移干涉图中提取相位信息和相移值；而且它具有较高的精度和效率，因而受到广泛的关

注 [11-14]。然而主元分析算法也存在一定的局限性 [11-12]，一方面它无法确定相位符号；另一方面，它要求干涉图

间的相移量在 [0, 2π ]之间完全随机分布。然而在实际测量时，有限的干涉图数量使得相移量无法满足完全

随机分布，从而导致 PCA方法的相位提取误差。因此，如何确定相位符号、分析提取相位结果的可靠性，对

PCA方法具有重要的意义。针对上述两个问题，本文利用主元分析方法同时提取随机相移干涉条纹中的相

位和相移值，然后分析所提取的相位符号及精度与相移值分布之间的关系，最后利用所求相移值分布确定

相位符号并表征相位提取结果的可靠性。

2 原理分析
2.1 主元分析方法

在干涉仪上采集 N 帧随机相移干涉图，假设第 n 帧干涉图的光强分布表达式为

In = A(x,y) + B(x,y)cos[ϕ(x,y) + δn],n = 1,2,…,N , (1)
式中 A(x,y),B(x,y),ϕ(x,y) 分别表示干涉图的背景光强，条纹调制度和被测相位，δn 表示第 n 帧干涉图对应的

相移量。假设背景光强 ε =∑
n = 1

N

In /N ≈ A ，去除背景的干涉条纹光强分布为

I ͂n = In - ε ≈ B cos(ϕ + δn) = cos δn B cos ϕ - sin δn B sin ϕ = αI1 + βI2 , (2)
式中 α = cos δn ,β = -sin δn , I1 = B cos ϕ, I2 = B sin ϕ 。假设 L = [ ]B cos ϕ,B sin ϕ ，R = [ ]sin δn , -cos δn

T
，其中上标 T表

示转置运算，则 I͂n = LR 。根据主元分析理论 [15] I͂n 的协方差矩阵

C = I͂n
T
I͂n = ( )LR

T( )LR = R
T
L

T
LR = R

T
QR , (3)
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∑
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My∑
x = 1

Mx

B2 cos[ϕ(x,y)]sin[ϕ(x,y)] ∑
y = 1

My∑
x = 1

Mx

B2 sin2[ϕ(x,y)]
, (4)

式中 Mx 和 Q = U T ΛU 表示干涉图在 x和 y方向的像素个数。利用奇异值分解（SVD）方法 [15]对 Q 进行对角化

分解，即 Q = U
T
ΛU ,其中U是正交矩阵，Λ 是对角矩阵。(3)式可被改写为

C = I͂n
T
I͂n = R

T
QR = (RU )TQ(RU ) , (5)

因为U是正交矩阵，可改写 I͂n 为

I͂n = LR = LU
T
UR = PUR , (6)

式中 P = LU
T ,若 R是正交矩阵，则 UR也为正交矩阵。通过主元分析方法 [15]对 I͂n 进行 Hotelling变换得到一

组低维度的、不相关的变量称之为主元，其中第一、第二主元可由下式得到：

é
ë
ê
ù
û
ú

p1
p2

= é
ë
ê
ù
û
ú
l1
l2
U

T , (7)
由第一主元 p1 和第二主元 p2 可得被测相位为

ϕ = arctan(I1 /I2) = ±arctan(l1 /l2) = δ0 ± arctan(p1 /p2) , (8)
式中UT是一个未知的正交矩阵，arctan(I1 /I2) 和 arctan(p1 /p2) 相差一个未知相移量 δ0 。 利用 PCA可重建滤除

直流项的干涉图，用第一，第二主元 p1 ，p2 估计 α,β :
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α ≈ α∗
n = In ,p1 =∑

x = 1

Mx∑
y = 1

My

p1( )x,y In( )x,y , (9)

β ≈ β ∗
n = In ,p2 =∑

x = 1

Mx∑
y = 1

My

p2( )x,y In( )x,y . (10)
(2)式中 α = cos(δn) , β = -sin(δn) ，对应(9)、(10)式可得

δ∗
n ≈ ±arctan( )β *

n α∗
n . (11)

2.2 相位符号的判定

由 (8)式可知，因为无法确定 p1 、p2 与 I1 、I2 之间的对应关系，从而不能确定相位符号，但 (11)式中求得的

δ∗
n 的符号与 (8)式中求得的 φ 的符号存在对应关系，即两者符号同时取正或者同时取负。这说明只要确定的

δ∗
n 符号就可以确定 φ 的符号。在实验中我们假设相移值为 δn = ε1n + ε2∑

i = 1

n

θi ，式中 ε1 是 PZT的固定相移步

长；ε2∑
i = 1

n

θi 表示第 n帧干涉图中空气扰动或者机械振动引入的随机相移量，它是由 n步相移过程中随机相移

误差累加得到，其中 θi 表示 (-1,1)之间的随机数，ε2 表示随机相移量的振幅。由 δn 的幅度表达式可知，当

||ε2 ≤ ||ε1 ，相移值分布曲线的斜率符号由 ε1 的符号决定，而 ε1 的符号方向由实验控制。假设 ε1 大于零，即

相移值分布的斜率为正，若 (11)式求得的相移值 R = [ ]sin δn , -cos δn

T
的斜率为负，则需将 δ∗

n 校正为- δ∗
n ，将求

得相位 φ 校正为 -φ 。因此，通过比较所求相移值的斜率与实验事先设定的相移值斜率，可以校正相移值和

相位的符号。

2.3 相位精度评估

在(6)式中，假设 R = [ ]sin δn , -cos δn

T
为正交矩阵，从而利用Hotelling变换求得主元变量，从而求得相位，若

R 不为正交矩阵，则 PCA方法求得的相位必然会引入误差，其误差的大小与 R 的正交程度有关。假设变量

T = RR
T = æ

è
ç

ö
ø
÷
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T21 T22

=
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n = 1

N sin(δn)cos(δn) ∑
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N sin2(δn)
, (12)

若 R 是正交矩阵，则∑
n = 1

N cos2( )δn =∑
n = 1

N sin2( )δn ，∑
n = 1

N cos( )δn sin( )δn = 0 ；若 R 不为正交矩阵，因 T是实对称矩阵可

被对角化为 T = PRDRPR

T ,求得 T的特征值为

λ± = (T11 + T22)± (T11 + T22)2 + 4( )T12T21
2

2 , (13)
对角矩阵DR为

DR = æ
è
ç

ö
ø
÷

λ+ 0
0 λ-

, (14)

由 (13)式可知，λ+ ≥ λ- ≥ 0 。若 λ+ = λ- ，则∑
n = 1

N cos2( )δn =∑
n = 1

N sin2( )δn ，∑
n = 1

N cos( )δn sin( )δn = 0 ，这表明 T为单位矩

阵，且 R是正交矩阵。若 λ+ = λ- ，则 T不为单位矩阵。因为 λ+ ≥ λ- ，若 λ+ /λ- 越大，则表明 R的正交程度越

小，PCA方法求得的相位误差越大。为了将 λ+ /λ- 的最小值归为 0，提出相位误差指标 κ = λ+ /λ- - 1，用以表

征矩阵 R的正交程度，同时用该指标表征 PCA方法求得相位误差的大小和结果的可靠性。若 κ = 0 ,它表示

矩阵 R是完全正交，PCA方法求得的相位误差小，结果可靠性高。反之，若 κ 较大，则 PCA方法求得的相位

误差大，结果可靠性差。

3 数值模拟
3.1 相位符号确定

假 设 干 涉 图 的 参 数 A = B = 127 exp[-0.1(x2 + y2)] ，φ = 7( )x2 + y2 ，其 中 -1 ≤ x ≤ 1 ，-1 ≤ y ≤ 1 ，
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δn = ε1n + ε2∑
i = 1

n

θi 。用 (1)式模拟生成大小为 640×640的 13帧干涉条纹图，在每帧干涉图中增加噪信比为 20%
的高斯白噪声，图 1(a)是其中一帧干涉图，其预先设定的初始相位 φ 如图 1(d)所示。选择两组 ε1 和 ε2 进行数

值模拟，例 1：假设 ε1 = -0.25π,ε2 = 0.25π 利用本文方法从 13帧干涉图中提取的相移值 δn

* 和相位 φ* ，其结果

如图 1(b)和 (e)所示。由图 1(b)可知，相移值 δn

* 与 δn 的斜率符号均为负，斜率的绝对值略有差异，其原因是

(11)式求得相移值在 (-π,π) 之间，由于图 1(b)中第 11个相移值在解包裹 [16-18]过程中产生 2π 跳变误差，但是该

误 差 不 会 影 响 相 移 值 斜 率 的 符 号 。 比 较 图 1(d)和 (e)可 知 ，相 位 φ* 与 φ 的 符 号 相 同 。 例 2：假 设

ε1 = -0.25π,ε2 = 0.25π 求得相移值 δn

* 和相位 φ* ，其结果如图 1(c)和 (f)所示。图 1(c)和 (f)表明，所求相移值 δn

*

和 δn 的斜率符号相反，相位 φ* 与 φ 的符号相反。模拟结果表明，利用主元分析方法提取的相移值 δn

* 曲线

斜率与初始相移值 δn 曲线斜率符号相同时，所求得的相位 φ* 与预先设定的初始相位 φ 的符号相同；反之，

当 δn

* 曲线斜率与 δn 曲线斜率符号相反时，则求得的相位 φ* 与预先设定的初始相位 φ 的符号相反。因此，

通过对比相移值曲线斜率与真实相移值曲线斜率，可以校正相位符号。

图 1 相位符号和相移值斜率的关系。(a) 干涉图 ; (b)、(c) 例 1、例 2提取的相移值 ; (d) 初始相位 ; (e)、(f) 例 1、例 2提取的相位

Fig.1 Relationship between the global sign of phase and the slope of the extracted phase shifts. (a) Interferogram;
(b), (c) extracted phase shifts for case 1 and case 2; (d) original phase; (e), (f) extracted phases for case 1 and case 2

3.2 相位结果可靠性表征

假设干涉图的参数 A = B = 127 exp[-0.1(x2 + y2)] ，φ = 7( )x2 + y2 ，-1 ≤ x ≤ 1 ，-1 ≤ y ≤ 1 ，假设相移值

δn = 2π(n/N ) + 2π/25∑
i = 1

n

θi ,其中 N = 25,n ∈ [1,25] ，θi 表示 (-1,1)之间的随机数，用 (1)式模拟产生 25 帧干涉图。

从 25帧干涉图中选取前 T帧干涉图，其中 10 ≤ T ≤ 25 利用本文方法从 T帧干涉图提取相位，通过与参考相位

比较，得到主元分析方法的相位提取误差，并计算出相位误差的均方根 (RMS)值和峰谷 (PV)值。同时计算得

到误差指标 κ ，误差指标 κ 与相位误差 RMS、PV 值的关系分别如图 2(a)和 (b)所示。由图 2可知，相位误差

图 2 (a) 相位误差指标 κ 与 RMS值的关系 ; (b) 相位误差指标 κ 与 PV值的关系

Fig.2 Relationship between the RMS (a) and PV (b) of residual phase error and the error indicator

4
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RMS 和 PV 值随着误差指标 κ 的增大而增大。若对图 2 进行三阶多项式程拟合，RMS 和 PV 与误差指标 κ

的拟合表达式分别为 yRMS = 8.149x3 - 6.66x2 + 1.986x + 0.04 ，yPV = 6.949x3 - 8.237x2 + 3.972x + 0.04 。由拟合表

达式可知，当误差指标 κ = 0.3 时，fRMS=0.257 rad，fPV=0.664 rad；当误差指标 κ = 0.05 时，fRMS =0.124 rad，fPV =
0.217 rad。要使相位误差 RMS小于 0.124 rad，则要求误差指标 κ 小于 0.05。

4 实验验证
4.1 相位符号确定

将 100 mm口径的 Fizeau干涉仪放置于未充气的实验平台上，设定相移器的相移值 δn = nπ/4 ，共采集 13
帧干涉图，采集时人为地引入机械振动和空气扰动。图 3(a)是其中一帧干涉图，利用 PCA算法求得的相位如

图 3(b)所示 ;利用迭代算法 AIA[4]迭代 20次求得的相位结果如图 3(c)所示 ,将该结果作为参考相位。两种算法

求得相移值的分布如图 3(d)所示。图 3表明，两种算法求得的相移值符号相反，求得的相位符号也相反。同

时，实验设定的相移值曲线斜率为正，而 PCA方法求得相移值曲线斜率为负，因此需要对 PCA方法求得的相

位符号进行校正，校正后的结果与迭代算法 AIA的提取的相位基本一致，这验证了本文所提的确定相位符

号的方法是有效的。

图 3 实验结果。 (a)干涉图 ; (b), (c) 分别为 PCA、AIA提取相位分布 ; (d) PCA、AIA提取相移值分布

Fig.3 Experimental results. (a) Interferogram; (b), (c) extracted phase by PCA and AIA; (d) extracted phase shifts by PCA and AIA
4.2 相位结果可靠性分析

为了分析在实验测量中主元分析方法求得相位结果的可靠性，将由迭代算法 AIA[4]对 13帧干涉图进行

20次迭代所求得的相位作为参考相位。从 13帧干涉图中选取前 T帧干涉图，其中 5 ≤ T ≤ 13 ，利用本文方法

从 T帧干涉图中提取相位和相移值。根据相移值，计算得到误差指标 κ ；通过与参考相位比较，得到相位误

差、并计算其 RMS值。误差指标 κ 与干涉图帧数 T的关系如图 4(a)所示；相位误差 RMS与误差指标 κ 的关

系如图 4(b)所示；T=5时 PCA算法的相位误差分布如图 1(c)所示 ; T=8时 PCA算法的相位误差分布如图 1(d)所
示。实验结果表明：当 T=5时，κ = 0.338 ，fRMS=0.487 rad[fRMS/ (2π) ≈0.078l]；当 T ≥ 7 时，κ 小于 0.05，RMS小于

0.224 rad[fRMS/ (2π) ≈0.035l]；当 T=8时，κ 的值最小，这是因为此时相移值接近均匀分布于 [ ]0,2π 。若 κ 大于

0.05，它表明主元分析方法求得的相位具有较大误差，其结果可靠性低。为了降低相位误差，可以通过增加

帧数，使误差指标 κ 小于 0.05；或者将主元分析得到的相位和相移值作为初始值，然后运用迭代算法 [14]提高

相位的精度。

5
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图 4 实验结果。 (a) 误差指标 κ 与干涉图帧数 T的关系 ; (b) 相位误差 RMS与误差指标 κ 的关系 ;
(c),(d) 分别为 T=5和 T=8下 PCA算法求得误差

Fig.4 Experimental results. (a) relationship between κ and T; (b) relationship between RMS and; (c),(d) error in T=5 and T=8 by PCA

5 结 论
基于主元分析的随机相移算法在干涉测量领域具有重要意义，本文从理论上分析了目前主元分析算法存

在的两个问题：相位符号不确定性和对相位结果的可靠性评估。利用主元分析方法同时提取随机相移干涉条

纹中的相位分布和相移值，比较相移值曲线斜率和实验预先设定的相移值曲线斜率，若两者符号相反，则改变

求得相位的符号，实现相位符号的校正。数值分析和实验结果验证本文提出的相位符号校正方法的有效性。

数值分析和实验结果表明：相位误差均方根值和峰谷值随着误差指标 κ 的增大而增大。当误差指标 κ 小于 0.05
时，主元分析方法求得相位精度较高,其结果可靠性高。当误差指标 κ 大于 0.05时，主元分析方法求得的相位

具有较大误差，其结果可靠性低。为了降低相位误差，可以通过增加帧数，使误差指标 κ 小于 0.05。误差指标

κ 是衡量主元分析方法求得结果可靠性的有效指标，在实际干涉测量中具有一定的指导意义。
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