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于法向量夹角信息熵的点云简化算法
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摘要 针对点云简化很难完全保证精度和速度上达到最优的问题，提出了基于法向量夹角信息熵的点云简化算

法。利用经典的主成分分析方法来估计点的法向量，计算法向量与参考平面的夹角，利用最邻近点搜索算法，确定

每个点的 K个最邻近点，并根据信息熵的定义，提出法向量夹角局部熵模型，局部熵的大小直接反映了表面的特征

状况；针对不同区域局部熵大小，进行逐步的点云简化，从而可以保留凸变区域较多的点，精简较多平面区域的点，

实现点云的非均匀简化。实验结果表明，该方法在简化精度和速度上都能达到较优。
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Abstract A point cloud simplification based on the information entropy of normal vector angle is proposed, in
view of the difficulty to ensure the optimal of precision and speed of simplification. The principal component
analysis is used to estimate the normal of each point and the angle between normal vector and reference plane is
computed. The K-nearest neighbor search algorithm is used to determine K-nearest neighbor points, and the local
entropy of normal vector angle is proposed according to information entropy. The local entropy represents the
features of surface. The point cloud is gradually simplified according to the different local entropy, the more points
of convex region are retained and more points of plane are simplified, the non-uniform simplification is realized.
The experimental results show that the proposed method can achieve a balance of precision and speed of
simplification.
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1 引 言
近年来，激光扫描技术有了重大的进展，扫描点动辄几十万、几百万，甚至是几亿。在现有的计算机硬

件情况下，这样巨大的数据量显然成为了数据计算和存储的负担。况且并不是所有的点对后序建模都是有

用的，因此必须在保持被测物体几何特征的前提下，对测量点云进行精简。衡量一个点云精简算法的优劣，

并不能只看精简速度或精简率 [1]，而是应该看是否能够用最少的数据点表示最多的信息，并在此基础上追求

更快的速度。因此，应该从精度和速度方面来衡量点云精简质量。理想的算法是期望这两点都能达到最
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优，但在实际处理上很难达到的，因此好的算法不仅要保证精简精度还能确保精简速度。

近十年对点云精简的研究有很多，如 2002年 Hur等 [2]在三角格网基础上提出的 Delaunay三角化点云简

化；2004年 Lichti等 [3]提出了用非均匀网格方法进行点云简化；这两种基于网格的点云精简方法，可以实现

较大区域的点云精简，但在边界区域或突变区域精简效果会受到很大的影响。针对此，Taichi[4]提出了基于

迭代的非边界点简化法，该方法考虑了边界点的影响，但由于涉及到迭代，所以影响了精简的速度。郑德华 [5]

在 2005年提出了通过设定数据重采样间隔对点云进行直接缩减，该精简方法可以快速实现点云的精简，但

是均匀精简，无法保留突变区域较多的点。针对此，黄国珍等 [6]将两种非均匀网格方法用于逆向工程点云的

精简，该方法实现了突变区域的保留，但没有考虑突变区域点云不一致的影响。针对此，2006年 Sihvo等 [7]对

二维 (2D)均匀网格法进行了改进，提出了三维 (3D)网格精简方法，2007年 Wentzlaff等 [8]根据曲率对点云进行

了精简，2009年 Sareen等 [9]提出了仅适用于样条曲面模型重建的点云精简算法，这三种方法对曲面区域有比

较好的精简效果，但需要消耗较多的时间，在曲面区域比较适用，但在同时存在曲面和平面的区域，简化精

度和速度都会受到影响。2011年张有亮等 [10]提出了扇形网格法点云精简算法，该方法比较适用于平面区

域，在突变区域点云简化效果会受到影响，且简化精度也得不到保障。基于以上分析，目前点云简化很难完

全保证精度和速度上都达到最优。本文在设置总简化率的前提下保证两者达到较优的前提下，提出了基于

不同特征面的简化方法，即在突变区域简化的少，平面区域简化的多。对于该简化思路，一般通过计算曲率

获取点云曲面特征，但由于扫描的点存在误差，势必会造成曲率计算的不正确性；同时，曲率是通过法向量

计算得到，从而存在误差的二次传递，即点位误差传递到法向量，法向量误差又传递到曲率中，造成曲率误

差的累积；同时，点云曲率的计算需要耗费大量时间。为了减小误差的传递，加快点云简化速率，同时又不

影响表面特征的描述。将通过计算法向量夹角的信息熵来评价表面突变状况。信息熵越大，法向量变化程

度越低，局部曲面变化的有序程度越低。因此，可使用法向量信息熵来描述表面的特征状况，根据不同表面

特征状况确定不同点云简化数，从而实现点云的精简，该简化方法同时考虑了表面对简化的影响，也考虑了

简化速度，实现了简化精度和简化速度的平衡，比较适用于即有曲面又有平面的区域。

2 局部熵
2.1 法向量估计准则及精度分析

法向量计算方法有很多种，其中包括主成分分析法 (PCA)[11-12]；加权 PCA方法 [13]；基于移动最小二乘重建

局部参考平面的法向量估计 [14]和基于稳健移动最小二乘 (RMLS)重建局部参考平面的法向量估计 [15]；以及基

于三角网和 PCA组合的法向量估计 [16]等等。如果从噪声的处理能力、点云表面尖锐特征的表现程度及计算

速度来说，基于稳健移动最小二乘方法是最优的法向量估计准则，但是该方法存在很大的偶然性，即高斯尺

度参数的选择对法向量计算结果影响较大，而加权 PCA或其他改进的 PCA方法，虽然在一定程度上可以提

高法向量估计精度，但权值或其他合成因素对法向量估计结果影响较大。综合考虑法向量估计的稳定性、

噪声的抑制能力及运算速度等，图 1为采样点的邻近点及其重心。利用经典的 PCA 方法来估计点的法向

量。假设采样点 P 的邻近点为 Pi = [ ]xi yi zi ，采样点 P 的 3 × 3 协方差矩阵为
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⋮

Pi - P̄
，i ∈ m , (1)

式中 P̄ 为 P 的邻近点 Pi 的均值。

对 (1)式特征值分解，得到特征值 λ0 、λ1 、λ2 ，对应的特征向量为 V0 、V1 、V2 。特征值表示的是邻近点

Pi , i ∈ m 远离重心的情况，

∑
i = 1

m

||Pi - P̄
2 = λ0 + λ1 + λ2 . (2)

假设 λ0 < λ1 < λ2 ，则采样点 P 的切平面 T (X) 表示为

T (X):(X - P̄)∙V0 = 0 , (3)
式中 V0 为采样点 P 的法向量。
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图 1 (a) 采样点的邻近点及其重心 ; (b) 协方差分析

Fig.1 (a) Proximal points of sampling; (b) analysis of covariance
(3)式与正交整体最小二乘相同，即采样点的切平面是利用整体最小二乘对邻近点平面拟合得到的，而

该点的法向量 V0 即为平面拟合参数，从而邻近点精度将直接影响法向量计算精度。

假设邻近点 Pi = [ ]xi yi zi 的点位精度为 σ2
Pi
。由于法向量是通过特征值分解得到，为了方便描述邻近

点误差对法向量精度的影响，采用法向量偏差最大值进行分析，假设邻近点全部在无误差的切平面上，则拟

合的切平面 T (X) ，如图 2(a)所示，该平面的法向量为 V0 。由于每个点都存在点位精度 σ2
Pi
，取点位误差最大

值 2σPi
。在邻近点 Pi ∈ ( )0 2σPi

区间范围内，得到误差最大的切平面为 T (X′) ，如图 2(b)所示，该平面的法向

量为 V
′
0 ，则法向量精度 σ2

V ′
0
是由点位误差 2σPi

引起的。

图 2 不同精度的切平面

Fig.2 Tangent plane of different precisions
在切平面 T (X′) 中，假设邻近点到邻近点中心最远的点为 P ′

i ，则误差最大的切平面 T (X′) 与无误差的切

平面 T (X) 之间的夹角为 θ ，如(4)式所示。该夹角即为法向量 V
′
0 与 V0 之间的夹角，所以法向量估计的误差范

围为 ( )0 θ ，其中 θ 为

θ = arcsinæ
è
çç

ö

ø
÷÷

2σPi

||P ′
i - P̄′ . (4)

2.2 法向量夹角及其精度评定

计算法向量与某个参考平面的夹角来评价表面法向量的差异性，假设扫描的点云为 X = [ ]xj yj z j ，可

利用正交整体最小二乘得到参考平面为

a(x - x̄) + b(y - ȳ) + c(z - z̄) = 0 , (5)
式中 x̄ = 1

n∑j = 1

n

x j , ȳ = 1
n∑j = 1

n

y j , z̄ = 1
n∑j = 1

n

z j 。

根据参考平面及法向量便可实现法向量夹角的计算。如果采样点比较稠密，则相邻两点的法向量会接

近平行，区域点的法向量与参考平面的夹角基本相等，从而无法实现对特征面的探测。为了避免稠密点对

特征面法向量变化的影响，将采用分级聚类的方法。即首先进行初级邻近点搜索，计算该邻近点重心区域

的法向量，再利用搜索的邻近点重心进行二次邻近点搜索，利用二次区域邻近点重心的法向量进行夹角的

计算。如图 3所示，对所扫描的点云进行初级邻近点的搜索，搜索每个球形区域内的点云。假设第一个球形

区域为 C0，第二个球形区域为 C1，第三个球形区域为 C2，球形半径 (搜索半径)为 r ，球形半径 r 的大小根据包

围的点数决定，每个球形区域包围的点数设置为 40。
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图 3 初级邻近点搜索

Fig.3 Primary adjacent point search
假 设 每 个 球 形 区 域 内 的 点 表 示 为 Ck = [ ]xi yi zi ，则 可 得 到 每 个 球 形 区 域 的 重 心 为

C̄ k = 1
m∑i = 1

m

[ ]xi yi zi ，对于球形区域之外的点，则利用点到重心的就近原则进行归属，即球形外部的点到哪

个球形区域的重心最近则归属于哪个球形区域，如图 3所示，假设 P0，P1，P2点为球形外部的点，周边球形区

域的重心分别为 C̄0 ，C̄1 ，C̄2 。分别计算 P0，P1，P2点到每个球形区域重心的距离，得到 P0到 C̄0 为最短距离，

则将 P0归属为 C0；P1到 C̄1 为最短距离，则将 P1归属为 C1；P2到 C̄0 为最短距离，将 P2归属为 C0；从而完成球形

外点的归属。然后再重新计算每个球形区域内的重心，并计算得到每个球形区域内重心的法向量。从而得

到球形区域重心为 C̄′
k ，法向量为 nk 。为了确定法向量的方向，需要对法向量进行定向。目前对法向量的定

向主要是 Hoppe等 [17]提出的相邻点法向量方向相似的原则。该方法虽然可以实现法向量的定向，但是需要

耗费大量的运算时间，因此采用该方法作为本文法向量定向显然不合适。由于目标物总是正对着扫描仪，

即扫描点到坐标原点的方向向量与该点的法向量之间的夹角存在着全部大于等于 90°或小于等于 90°，为了

实现法向量的定向，将法向量与扫描点到坐标原点的方向向量之间的夹角确定为小于等于 90°。即满足

α ≤ 90° ，α 为

αk = arccos
ì
í
î

ï

ï

ü
ý
þ

ï

ï

n k∗[ ]-xk -yk -zk T

x2
k + y 2

k + z2k
. (6)

如果 αk ≥ 90°，则 n k 转化为 -n k ，从而完成对法向量的定向。根据初级聚类重心进行二次邻近点的搜

索。并计算邻近点的法向量与(5)式平面的夹角 θk

θk = n k∗[ ]a b c
T . (7)

由于法向量夹角 θk 是法向量与平面的夹角，而平面是不变量，所以影响 θk 精度的为法向量精度。根据

(4)式可知，法向量方向估计的最大误差为 θ ，根据极限误差的特性可知法向量夹角 θk 的精度为

σθk
= 1

2 θ . (8)
2.3 基于法向量夹角的局部熵

由 1.2 节得到重心 C̄′
k 的 m′ 个最邻近点重心为 C̄′

1, C̄′
2 ,⋯, C̄′

m′ 。最邻近点重心所对应的法向量夹角为

θ1,θ2 ,⋯,θm′ ，重心 C̄′
k 所对应的法向量夹角为 θk 。定义重心 C̄′

k 在 K领域下的局部熵为

HC ( )θk ,θm′ = -Pθk
log Pθk

-∑
j = 1

m′
Pθj

log Pθj
, (9)

其中 Pθk
、Pθj

为

Pθk
= θk

θk +∑
j = 1

m′
θj

, Pθj
= θj

θk +∑
j = 1

m′
θj

, (10)

式中 Pθk
和 Pθj

分别为重心 C̄′
k 和邻近点 C̄′

j 法向量的概率分布。

由(8)式可得到法向量夹角精度为 σ2
θ ，局部熵精度为

σ2
HC
= æ

è
çç

ö

ø
÷÷

∂HC

∂θk

2

σ2
θk
+∑

j = 1

m′ æ

è
çç

ö

ø
÷÷

∂HC

∂θj

2

σ2
θj
. (11)

4



中 国 激 光

0814003-

如果法向量夹角满足 θk = θ1 = θ2⋯ = θm′ ，则 HC ( )θk ,θm′ = Hmax 。即当所有法向量方向达到一致时，局部熵达

到最大。基于法向量夹角的局部熵反映了表面的特征状况，局部熵越大，特征表面越趋向于平面；局部熵越小，

特征表面越趋向于曲面。由于该局部熵是分级聚类多个邻近点的共同贡献，对少数点噪声不敏感，所以基于

分级聚类的局部熵具有一定的滤波效果。在设置一定的分级聚类点数的情况下，利用局部熵可实现表面特征

状况的描述，并能满足该算法对相对性、局部性和直观性的要求，同时利用该算法可实现对平面和曲面的提取。

3 基于局部熵的点云简化
传统的点云简化是对所有的点进行均匀抽稀或去除采样点的邻近点，该方法虽然可以达到降低点数的

目的，但没有考虑表面的特征状况，造成凸凹区域简化的较多，不能很好地表现该区域的特征状况。因此较

优的点云简化原则为：在凸凹或转折区域简化的少，在平面或光滑区域简化的多。这样即保留了表面的特

征状况，又降低了平面区域数据的柔余，达到较优点云简化的目的。根据 (9)式得到每个初级聚类区域的信

息熵 HC ( )θk ,θm′ 。该信息熵如果满足：HC ( )θk ,θm′ = log(m′) ，则该邻近区域为平面。由于存在扫描精度的影响，

则 HC ( )θk ,θm′ ≠ log(m′) ，由 (11)式可得到局部熵精度为 σ2
HC

，将 2 倍中误差 2σHC
作为其极限值，并将局部熵

log(m′) 作为初始基准，如果点 Pj 的局部熵 HPj
相对于 log(m′) 满足 HPj

- log(m′) ≤ 2σHC
，则删除 Pj 点，反之则保

留，再将最接近局部熵 log(m′) 的 HPj
作为基准，重复以上过程，从而得到整个点云精简过程。

4 实例分析
为了对本文方法进行评价，采用 Riegl-VZ400扫描仪对具有平面特征的木板和具有曲面特征的球进行

了扫描，如图 4所示，Riegl-VZ400扫描仪的角度分辨率为 0.0005°，最小采样间隔为 0.0024°，100 m处的测距

精度为 2 mm，一次单点扫描精度为 2 mm。

图 4 平面和球面的灰色图像

Fig.4 Gray image of plane and sphere
提取图 4中的平面和球面点云，平面点数为 116251，球面点数为 25741，总点数为 141992。计算局部熵

的精度为 0.00055。将该简化效果与传统的格网法、包围球法和曲率法进行对比分析，设置总简化率为 87%，

简化后的三维点云视图与二维点云视图，如图 5所示，简化过程中所耗费的时间如表 1所示。

表 1 不同方法简化时间

Table1 Simplification time of different methods

Simplification time /s
Proposed method

13.345
Grid
19.45

Bounding box
64.321

Curvature
137.38

由图 5伪彩色图对比分析可知，在曲面特征区域，本文方法和曲率法保留了较多的点，而格网法和包围

球法简化的较多，球面出现了零星的空洞，特别是图 5(c)、(d)的格网法，球面区域的空洞现象非常明显。而从

表 1简化时间可以看出，本文方法的简化速度最快，曲率法虽然也保留了较多的曲面点，但其简化速度最

慢。计算简化后不同特征区域的点数，如表 2所示。

表 2 不同方法简化结果

Table2 Simplification result of different methods

Original
Proposed method

Grid
Bounding box
Curvature

Total points
141992
18261
18263
18264
18260

Points of plane
116251
12653
14817
14142
12786

Points of sphere
25741
5608
3446
4122
5474
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图 5 不同方法简化效果。(a) 、(b) 本文方法简化结果 (三维、二维视图)
(c) 、(d) 格网法简化结果 (三维、二维视图); (e)、(f) 包围球法简化结果 (三维、二维视图); (g)、(h) 曲率法简化结果 (三维、二维视图)

Fig.5 Simplification of different methods. (a) 、(b) Simplification of proposed method (3D、2D view); (c) 、(d) simplification of grid
(3D、2D view); (e) 、(f) simplification of bounding box (3D、2D view); (g) 、(h) simplification of curvature (3D、2D view)

由表 2可知，简化后的总点数基本相同，本文方法保留了较多的球面区域点，较少的平面区域点。格网

法保留的球面区域点最少，平面特征区域点最多。因此，本文方法简化结果能够较好的突出曲面特征区域，

细节保留较多，而格网法对于球面特征区域简化较多，不利于曲面特征的描述，平面特征区域保留的点较

多，容易造成数据冗余。

对于简化后的点云，为了对数据的冗余度和曲面特征状况进行分析，计算平面的平整度和球面拟合半

径，结果如表 3所示。

由表 3可知，由于本文方法和曲率法保留了较多的球面点，因此球面拟合半径精度最高，最低的是格网

法。而平面拟合精度最高的是格网法，本文方法及曲率法与格网法相差很小，包围球法拟合精度最低。从

简化后不同特征点云的保留情况分析得到，本文方法及曲率方法简化效果较好，较好的保留了曲面特征区

域，同时对平面区域影响不大，而由表 1简化耗时可以看出，本文方法简化耗时要少于曲率法，因此，从总体

上来说，本文方法简化效果最好，即保留了特征区域的点云，又不影响简化时间。

6
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表 3 不同方法简化结果

Table3 Simplification result of different methods

Original
Proposed method

Grid
Bounding box
Curvature

Sphere radius /m
0.1203
0.1204
0.1208
0.1205
0.1204

Fitting precision of plane /m
0.0012
0.0015
0.0014
0.0016
0.0015

以上是对特殊的平面和球面进行的简化分析，为了验证该方法具有普遍的应用效果，对某个地形进行

了扫描，该地形包括平面、梯田及高塔等。扫描的原始点数为 187899个，分别采用本文方法、格网法、包围球

法及曲率法对原始点云进行简化，设置总简化率为 85.5%，使得简化后的点数基本相同，简化效果如图 6所

示，简化过程中所耗费的时间如表 4所示。

图 6 不同方法简化效果。(a) 、(b) 本文方法简化结果 (二维、三维视图) (c) 、(d) 格网法简化结果 (二维、三维视图);
(e) 、(f) 包围球法简化结果 (二维、三维视图); (g) 、(h) 曲率法简化结果 (二维、三维视图)

Fig.6 Simplification of different methods. (a) 、(b) Simplification of proposed method (2D、3D view); (c) 、(d) simplification of grid
(2D、3D view); (e) 、(f) simplification of bounding box (2D、3D view); (g) 、(h) simplification of curvature (2D、3D view)
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表 4 不同方法简化时间

Table4 Simplification time of different methods

Simplification time/s
Proposed method

62.35
Grid method

82.23
Bounding volume

1345.67
Curvature
7542.54

由图 6二维视图中的平面区域可知，格网法的平面区域点最少，出现了少量的空洞现象，包围球法平面区

域点最多，而本文方法及曲率法介于两者之间，即没有出现空洞现象，又没有造成数据冗余，对于地形变化明

显的梯田区域，格网法和本文方法简化的点较少，保留的点较多，能够描述梯田的细节部分。但格网法会受测

距的影响，测距近的区域，简化的点较少，测距远的区域，简化的点较多，即该简化方法没有考虑地形突变的影

响。而由图 6(e)、(f)可知，包围球法对梯田区域简化的点较多，从而该方法没有考虑地形突变区域的影响。同

时在图 6三维伪彩色视图中的黑色椭圆形虚框可明显发现，格网法和包围球法在简化的过程中，靠近建筑物边

缘及塔旁边的点云数据出现了大量的丢失，而本文方法及曲率法不受其影响。但从表 4可知，本文方法的简化

时间明显少于曲率法。因此，从基于表 4的简化速度及基于图 6的简化质量进行综合考虑，本文方法简化效果

较好，保留了较多的曲面特征点，不受边缘特征影响，对平面区域影响不大，同时简化时间较少。

5 结 论
主要利用目标物表面法向量夹角的性质来实现表面特征状况的归属，基于表面法向量夹角的局部熵，

将表面分为不同特征的区域，并对不同特征区域的点云进行逐层的精简，获取不同区域的点云精简率，从而

实现曲面区域简化的少，平面区域简化的多的效果，同时对点云简化效果进行了评价。

分析了不同法向量计算方法的优缺点，确定了适合于大量点云的法向量计算方法，利用分级聚类的方

法对区域点云的法向量进行估计，并对法向量的方向进行了定向，根据法向量的方向确定了不同法向量之

间的夹角，并根据法向量计算的精度对夹角进行了精度评定，确定相邻法向量之间夹角的误差范围。根据

信息熵的定义，计算法向量夹角的局部熵，通过计算法向量夹角的局部熵实现较优的点云简化。通过采集

不同特征状况的点云进行实例分析，验证了所提出的点云简化方法较优。
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