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PT对称晶格势中涡旋光孤子

周博臻 花春波 徐四六 吕 鹏
湖北科技学院电子与信息工程学院 , 湖北 咸宁 437100

摘要 建立了一个零缺陷周期性，正、负缺陷非周期性三种宇称-时间 (PT)对称晶格势中奇异光孤子传输的理论模

型。运用变分法分析了零缺陷晶格势中孤子的宽度和势能的变化，并运用线性稳定性分析研究了孤子的稳定性范

围。结果表明，在一定的参数范围内，奇异光孤子在 PT晶格势中能够存在并稳定传输。
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Abstract A theoretical model of optical singular soliton in periodic parity-time (PT) symmetric potentials without

defects and non-periodic PT symmetric potentials with positive and negative defects is introduced. Based on

variational method, the width and potential energy of soliton in PT symmetric potentials without defects are

analysed. The range of linear stability of soliton is also researched by linear stability analysis. It is shown that

singular soliton can stably transmitte in the PT symmetric potentials under some appropriate parameters.
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1 引 言
自 1998年 Bender等 [1]提出了宇称-时间 (PT)对称量子力学理论，PT对称的概念已经广泛应用物理学的理

论与实验研究，尤其是在非线性光学领域 [2-9]，PT对称晶格中光孤子的研究已成为十分热门的研究课题 [10-14]。

Makris等 [15]研究了一维、二维 PT周期晶格中光学孤子的传播行为，发现合适的晶格势参数能够囚禁孤子而

使其稳定的传输。文献 [16]报道了复 PT 对称周期晶格势中的光格子孤子以及由此诱导的单向不可见性

等。Nixon等 [17]研究了 PT对称晶格中相变点附近波包的非线性动力学行为，出现了波放大和光波的孤波解

等现象。Dai等 [18]提出了两种新的双曲函数类型的 PT对称晶格模型，并研究了孤子在晶格中的演化过程，结

果表明孤子的相位、速度和宽度等特征参数都随衍射和非线性特征的变化而变化。Jisha等 [19]研究了非线性

散焦介质中非局域的间隙孤子在 PT晶格中的演化，当虚电位存在时，任何程度的非定域性孤子都是不稳定

的。文献 [20]报道了非线性自聚焦克尔介质中，孤子在缺陷 PT对称晶格中的演化过程，零缺陷和负缺陷孤

子都能存在并稳定传输，然而在第一间隙中孤子不能存在；在第一间隙和半无限间隙中正缺陷孤子能够存

在且稳定传输。Hu等 [21]对孤子在非线性自散焦缺陷 PT对称晶格中的传输进行了研究，在一定参数下，零、

正和负缺陷三种不同的缺陷晶格中孤子均能够稳定传输。尽管如此，非线性光学领域中的非线性 PT晶格调
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制孤子的研究仍处于发展阶段，还有很多 PT晶格中出现的新奇的孤子类型以及孤子的特殊性质有待研究。

特别是关于二维 PT对称晶格中奇异孤子的研究仍处于起步阶段，本文将研究二维 PT晶格中奇异孤子的存

在条件和稳定性特征。

本文基于变分法和线性稳定性分析方法，研究了自聚焦介质中涡旋光孤子在零缺陷周期性、正、负缺陷

非周期性三种 PT对称晶格势中的稳定性特征。结果表明，在三种 PT对称晶格势中，一定参数范围内的涡旋

光孤子是稳定的。

2 理论模型
自聚焦媒质中，光束在二维 PT对称晶格势中传输的无量纲化的非线性薛定谔方程为

i ∂U∂z + ∂2U
∂x2 + ∂2U

∂y2 + pRU + σ ||U 2
U = 0 , (1)

式中 U (x,y, z) 是波函数，光束沿着纵向 z轴方向传播，x轴和 y轴是光束的横向展开方向，p为晶格调制深度，

非线性系数 σ 是常数，且自聚焦媒质中 σ > 0 ，R(x,y) 是 PT对称晶格势，满足 R(x,y) = R*(-x, -y) ，其中上标 *
表 示 取 复 共 轭 ，并 且 R(x,y) 的 折 射 率 分 布 为 n(x,y) = nR (x,y) + in I (x,y) ，实 部 nR (x,y) 是 偶 函 数 ，即

nR (-x, -y) = nR (x,y) ，虚部 n I (x,y) 是奇函数，即 n I (x,y) = -n I (-x, -y) [22]。设 R(x,y) = V (x,y) + iW (x,y) ，常数 V0和 W0

分别为 PT对称晶格势系数的实部和虚部，其表达式为

V (x,y) = V0{ }cos2(x + y)[ ]1 + ε sech2(x + y) + cos2(x - y)[ ]1 + εsech2(x - y) , (2a)
W (x,y) =W 0{ }sin[ ]2(x + y) + sin[ ]2(x - y) , (2b)

式中当 ε = 0 时，R(x,y) 为零缺陷周期性 PT对称晶格势，当 ε < 0 时，R(x,y) 为负缺陷非周期性 PT对称晶格

势，相反，当 ε > 0 时，R(x,y) 为正缺陷非周期性 PT对称晶格势。(1)式的能量 E = ∫∫ ||U 2dxdy 。

运用变分法讨论零缺陷周期性 PT对称晶格势中孤子的动力学特征。(1)式的拉格朗日量 L为 [23-24]

L = i
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设(1)式的解为高斯尝试函数，即

U (x,y, z) = N (z)expé
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式中 N (z) ，ωx(z) ，ωy (z) ，Cx(z) ，Cy (z) ，ϕx(z) ，ϕy (z) 分别代表光束的振幅，x、y方向上的宽度，啁啾和相位，都

是关于 z的函数。由拉格朗日方程 L(z) = ∫
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欧拉-拉格朗日方程

∂L(z)
∂ξ - ∂

∂z
∂L(z)

∂(∂ξ/∂z) = 0 , (6)
式中 ξ 用 N (z) 、ωx(z) 、ωy (z) 、Cx(z) 、Cy (z) 、ϕx(z) 、ϕy (z) 代替得到

∂2ωx

∂z2 = 1
ωx

3 + pV0ωx exp(-ω2
x - ω2

y )- N 2σ
2ωx

, (7a)
∂2ωy

∂z2 = 1
ωy

3 + pV0ωy exp(-ω2
x - ω2

y )- N 2σ
2ωy

. (7b)
(7)式决定了孤子的演化规律，可以看出，晶格势特征、调制深度和非线性系数均对孤子宽度有影响，且横向 x
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和 y方向上的影响效果是类似的，并且，由于 PT对称晶格势的虚部 W (x,y) 是奇函数，在积分过程中约去。

选择变换
∂2ωx

∂z2 = - ∂
∂z

é

ë
ê

ù

û
ú

1
2ω2

x

+ 1
2 pV0 exp( - ω2

x - ω2
y ) + 1

2 N 2σ ln(ωx) ，则 x方向的势能为

T (ωx) = 1
2ω2

x

+ 1
2 pV0 exp( - ω2

x - ω2
y )+ 1

2 N 2σ ln(ωx) . (8a)
同理，y方向的势能为

T (ωy ) = 1
2ω2

y

+ 1
2 pV0 exp( - ω2

x - ω2
y )+ 1

2 N 2σ ln(ωy ) . (8b)
由 (8)式可以看出，晶格势特征、调制深度和非线性系数均对孤子势能有影响，且横向 x和 y方向上的影

响效果是相同的。

运用线性稳定性分析方法，得到(1)式的微扰解为 [25]

U (x,y, z) = [w(x,y) + f (x,y)exp(μz) + g*(x,y)exp(μ* z)]exp(iλz) , (9)
式中 w(x,y) 是基态解，f (x,y) 和 g(x,y) 是基态解的微小扰动，μ 是微扰因子，λ是传播常数。将 (9)式代入 (1)
式中得到 f (x,y) 和 g(x,y) 的线性本征值方程：

-iμf = ∂2 f

∂x2 + ∂2 f

∂y2 + pRf - λf + 2σ ||w 2
f + σw2 g , (10a)

iμg = ∂2 g

∂x2 + ∂2 g

∂y2 + pR*g - λg + 2σ ||w 2
g + σ(w*)2 f . (10b)

对(10a)、(10b)式数值求解，可以判别涡旋光孤子的稳定性。

3 数值计算与分析
当晶格势为零缺陷周期性 PT对称晶格势 (即 ε = 0 )时，孤子演化过程见图 1~4。图 1(a)~(c)展示了零缺陷

晶格势的周期性和奇偶性等性质。图 1(d)~(f)为孤子传输的强度、相位图。可以看到，孤子的强度呈涡旋环

状分布，中心强度值极小；孤子的相位呈现梯度变化，得到的孤子为涡旋孤子。

图 1 (a)、(b)晶格势实部 V (x,y) 和虚部 W (x,y) 的剖面图 ; (c)晶格势 |R(x,y)|的剖面图；(d)、(e)孤子的强度图和其在 x-y平面上的投

影图 ; (f) 孤子的相位图[ ε = 0 , σ = 1 , p = 0.2 , (a)~(c) V0 = 1、W 0 = 0.5 , (d)~(e) V0 = 0.2 、W 0 = 0.4 ]
Fig.1 Cross-sections of (a) real part V(x,y), (b) imaginary part W(x,y) and (c) |R(x,y)| of PT; (d) intensity of soliton and (e) its
projection on x-y plane; (f) phase of soliton [ ε = 0 , σ = 1 , p = 0.2 , (a)~(c) V0 = 1、W 0 = 0.5 , (d)~(e) V0 = 0.2 、W 0 = 0.4 ]

图 2(a)~(d)是 x、y方向上孤子宽度与传播距离关系图，孤子的初始宽度设为 1。图 2 (a)、(b)为调制深度

p = 1,2,3 下孤子宽度的变化情况。可以看出，随着传播距离 z的增大，孤子宽度平均值分别在 1.35、1.6和 1.9
附近呈现周期性振荡变化并保持稳定；调制深度 p变大，孤子宽度的平均值、振荡幅度和周期均变大。图 2
(c)、(d)为非线性系数 σ = 1.8,2.28,2.8 下孤子宽度的变化规律。当 σ = 2.28 时，孤子宽度不变；当 σ < 2.28 时，

孤子宽度在 1.15附近作周期性振荡变化并保持稳定的；当 σ > 2.28 时，孤子宽度在 0.9附近作周期性振荡变
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化并保持稳定的。因此，非线性系数和调制深度显著地影响了孤子的宽度变化。图 2(e)、(f)为调制深度

p = 1,2,3 下 x和 y方向上孤子的势能与孤子宽度的关系。可以看到，当孤子宽度趋向于零时，势能趋向于无

穷大；当孤子宽度大于 2时，势能为零，说明孤子的势能存在于孤子宽度小于或等于 2的范围内。当孤子宽

度为 0.2时，势能达到最小值；调制深度 p增加，孤子势能深度增加，势阱增加，束缚孤子的能力增强，孤子传

输的稳定性越高。因此，调制深度 p能够改变孤子的势能，当势能深度增加时，势阱加深，囚禁孤子的能力加

强，孤子的稳定性增强。

图 2 (a)~(d) 孤子宽度在 z方向上的变化情况，V0 = 1 , (a)、(b) σ = 1，(c)、(d) p = 1 ; (e)、(f) x和 y方向上的孤子势能与

孤子宽度的关系，σ = 1，V0 = -1
Fig.2 Width of (a) x and (b) y direction with V0=1, σ =1; width of (c) x and (d) y direction with V0=1, p=1; relationship between

potential and width of (e) x and (f) y direction with σ =1, V0=-1
图 3(a)~(c)为不同调制深度 p下传播常数与能量的关系。由图可知，孤子的能量 E随传播常数 λ的增加

而增加；非线性系数 σ 越大，曲线斜率越小，能量增加的越慢。当能量增长时，E(λ) 曲线斜率是正的 (即
dE dλ > 0 )，由 Vakhitov稳定性判据 [26]可以判断，此时孤子是稳定的。当 p = 1,4,7 时，孤子分别在 λ ≤ 0.6 、

λ ≤ 3.1和 λ ≤ 6.4 的范围内孤子能量很小，孤子是不稳定的。图 3(d)为传播常数与微扰因子实部的关系。因

为微扰因子实部为零时孤子是稳定的，则由图可知，当 p = 1,4,7 时，分别在 λ ≤ 3 、λ ≤ 10 和 λ ≤ 17 的范围内

孤子是稳定的。综上可知，调制深度 p = 1,4,7 时，分别在 0.6 ≤ λ ≤ 3 、3.1 ≤ λ ≤ 10 和 6.4 ≤ λ ≤ 17 的范围内

孤子是稳定的。因此，调制深度 p越大，孤子的稳定性范围越大；稳定孤子的能量随传输常数的增加而增加。

图 3 (a)~(c)传播常数与能量的关系，V0 = 1.2 、W 0 = 1.8 、σ = 1,2,3 、(a) p = 1、(b) p = 4 、(c) p = 7 ; (d) 传播常数与微扰因子

实部的关系，σ = 1、V0 = 1.2 、W 0 = 1.8 、p = 1,4,7
Fig.3 (a)~(c) Relationship between λ and E with V0=1.2, W0=1.8, σ =1,2,3，(a) p=1, (b) p=4，(c) p=7; (d) relationship between

λ and Re(m) with σ =1, V0=1.2, W0=1.8 and p=1,4,7
当晶格势为非周期性负缺陷 PT对称晶格势 ( ε = -0.5 )时，孤子演化过程见图 4。图 4与图 1和图 3对比，

可以得出相同的结论，即光束在负缺陷晶格势作用下同样能形成涡旋光孤子；调制深度 p = 2,5 时，分别在

0.85 ≤ λ ≤ 2.8 和 3.15 ≤ λ ≤ 5.8 的范围内孤子是稳定的；稳定孤子的能量随传输常数的增加而增加。
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图 4 (a)、(b) V (x,y) 和 |R(x,y)|的剖面图，(c)孤子强度图，V0 = 1、W 0 = 0.5 、σ = 1、p = 0.06 ; (d)、(e)传播常数与能量的关系，

(d) p = 2 、(e) p = 5 ；(f)传播常数与微扰因子实部的关系，σ = 1、V0 = 1.2 、W 0 = 1.8
Fig.4 Cross-sections of (a) V(x,y) and (b) |R(x,y)|, (c) intensity of soliton with V0=1, W0=0.5, σ =1 and p=0.06; (d),(e) relationship

between λ and E with (d) p=2 and (e) p=5; (f) relationship between λ and Re(m) with σ =1, V0=1.2 and W0=1.8
当晶格势为非周期性正缺陷 PT对称晶格势 ( ε = 0.5 )时，孤子演化过程见图 5。从图中可以看出，其结论

是 与 负 缺 陷 对 称 晶 格 势 中 孤 子 的 研 究 结 论 是 类 似 的 ，调 制 深 度 p = 2,5 时 ，分 别 在 2.3 ≤ λ ≤ 7.1 和

6.05 ≤ λ ≤ 16.5 的范围内孤子是稳定的。图 6为孤子在加入 5%的白噪声微扰后传输距离 z = 20,60,100 时光

强在 x-y平面上的投影图。由图可知，在一定参数条件下，孤子是稳定传输的。

图 5 (a)、(b) V (x,y) 和 |R(x,y)|的剖面图，(c) 孤子强度图，V0 = 1、W 0 = 1、σ = 1、p = 0.03 ; (d)、(e)传播常数与能量的关系，

(d) p = 2 、(e) p = 5 ；(f)传播常数与微扰因子实部的关系，σ = 1、V0 = 1.2 、W 0 = 1.8
Fig.5 Cross-sections of (a) V(x,y) and (b) |R(x,y)|, (c) intensity of solition with V0=1, W0=0.5 σ =1 and p=0.03; (d), (e) relationship

between λ and E with (d) p=2 and (e) p=5; (f) relationship between λ and Re(m) with σ =1, V0=1.2 and W0=1.8

4 结 论
分析了自聚焦媒质中的涡旋光孤子在零缺陷周期性和正、负缺陷非周期性三种 PT对称晶格势中的稳定

性特征。结果表明，改变晶格势的调制深度和非线性系数可以改变孤子的宽度和势能，调制深度越大，孤子

越稳定；恰当地选择非线性系数，能够得到稳定的孤子，且孤子能量随着传播常数的增加而增加。因此，晶

格调制深度和非线性系数能够调控孤子在 PT晶格势中稳定传输。

5



中 国 激 光

0505004-

图 6 孤子在加入 5%的白噪声的微扰后不同传输距离时光强在 x-y平面上的投影图。(a) 零缺陷，z=20; (b) 零缺陷，z=60;
(c) 零缺陷，z=100; (d) 负缺陷，z=20; (e) 负缺陷，z=60; (f) 负缺陷，z=100; (g) 正缺陷，z=20; (h) 正缺陷，z=60; (i) 正缺陷，z=100

Fig.6 Projections on x-y plane of intensity of soliton after adding 5% white noise at different transmission distances.
(a) Zero defect, z=20; (b) zero defect, z=60; (c) zero defect, z=100; (d) negative defects, z=20; (e) negative defects, z=60;

(f) negative defects, z=100; (g) positive defects, z=20; (h) positive defects, z=60; (i) positive defects, z=100
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