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基于剪切干涉的单幅干涉条纹相位恢复算法

郭 媛 吴 全* 陈小天 毛 琦 甄 伟 杨 震
齐齐哈尔大学计算机与控制工程学院 , 黑龙江 齐齐哈尔 161006

摘要 单幅干涉条纹相位恢复算法中通过两次希尔伯特变换获得正弦分量和余弦分量，然后求出水平方向和垂直

方向的相位斜率，再采用积分的方法对相位进行恢复，即可得到全场相位分布。然而，相位变化过快时得到的相位

斜率不连续，此时就不能直接采用该方法进行相位恢复。针对这一弊端，将剪切干涉计量原理引入到相位恢复算

法中，对包裹相位建立二维复光场，获得连续相位斜率的离散偏导，提出用三次积分法即可恢复原始相位。实验验

证该方法不仅能够有效地解决相位变换过快和相位截断的影响，而且能较精确地恢复原始相位。
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Phase Retrieval Method of Single Interference Fringe Pattern Based
on Shearing Interferometry

Guo Yuan Wu Quan Chen Xiaotian Mao Qi Zhen Wei Yang Zhen
College of Computer and Control Engineering, Qiqihar University, Qiqihar, Heilongjiang 161006, China

Abstract The phase can be retrieved by the line integral of its gradient of horizontal and vertical directions, being
calculated by the sine and cosine components, which are gained by Hilbert transform twice from a single carrier
frequency interference fringe pattern. However, the result is not correct using the integral method when the gradient
is discontinuous caused by fast phase change. Aiming at this problem, a two-dimensional optical field in the complex
domain is built. By this way the principle of shearing interferometry is introduced to the digital phase retrieval to
obtain a continuous phase gradient. The triple integral method is proposed to retrieve the original phase.
Experimental results represent that the proposed method can solve the problems of phase discontinuity and fast
phase change. The original phase can be retrieved more accurately.
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1 引 言
电子散斑干涉技术作为一种新型的测量技术 [1-3]，可用于微小变形、表面形貌光学干涉测量等，具有高精

度、高灵敏度、非接触无损测量的优点。散斑测量得到干涉条纹图，根据相位调制原理，从变形的条纹图中

提取相位信息，即可求出所测的物理量。而对相位的提取与恢复是其关键。

应用于相位提取的方法主要有相移法 [4-5]、傅里叶变换法 [6-8]。文献 [9]使用相移法和傅里叶变换计算相位

曲率和斜率，继而测量相位差。指出空间载波相移法和空间相位差测量相位差的等效性。相移法是目前国

内外对散斑条纹图处理比较成熟的方法，但相移法通常需要三幅或者三幅以上带有不同相移场的条纹图。

虽然相移法具有较高精度，但在高精度的同时，需要精密的相移装置，且相移本身也带来一定误差。快速傅

里叶变换 (FFT)法相位提取技术在 1982年提出 ,在此基础上发展了二维傅里叶变换法相位提取技术。傅里叶
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变换法虽然只需要一幅干涉条纹图，可以应用于瞬态的测量。但常用的傅里叶变换很难使相位的空间和频

率分辨率最优同步，因此难以实现精确的相位提取。此外傅里叶变换法得到的是包裹相位，在进行相位解

包裹时容易产生误差 [10-14]。

2001年Wong在一次希尔伯特变换的基础上提取相位信息，继而文献 [15]提出基于两次希尔伯特变换从

单幅干涉条纹中获得干涉条纹的正弦分量和余弦分量，通过正弦分量和余弦分量获得相邻像素点相位变化

量的正切值，即相位斜率的正切值。然后由反正切变换计算出相位斜率，最后选择相位积分的起始点，沿着

水平方向 (x方向)和垂直方向 (y方向)对相位斜率进行积分，即可得到原始相位分布 [15-16]。该方法无需解包裹

运算，简单方便，而且很好地避免了由解包裹运算带来的相位误差。但是该方法只能处理连续的相位斜率

分布，当条纹密度过大或相位变化过快时，通过该方法得到的水平方向和垂直方向的相位斜率分布出现不

连续的状况，甚至存在明显的欠采样问题，此时就不能直接用积分法恢复相位。本文在两次希尔伯特变换

获得垂直方向和水平方向相位斜率的基础上，提出对相位斜率在复数域内进行剪切获得连续的相位斜率离

散偏导 [17-19]。 一次剪切处理基本可以解决一般相位密度较大的干涉条纹。另外针对实际光场测量中出现的

局部因相位坡度非常大时相位变换极端快的情况，又进一步在一次剪切的基础上提出对斜率场进行二次剪

切，最终得到连续的相位斜率的二阶离散偏导，从而解决了局部因相位变换极端快导致相位斜率不连续的

影响。最后在对两次希尔伯特变换求相位斜率进行改进的基础上提出“三次积分算法”进行相位恢复。通

过实验验证，当条纹密度过大时，提出的方法能够很好地避免水平方向和垂直方向的相位斜率不连续带来

的影响，而且简单方便准确地恢复全场相位分布。

2 基本原理
2.1 希尔伯特变换

希尔伯特变换是信号处理中的重要工具之一。通过解析信号可以将希尔伯特变换的正弦分量和余弦

分量表示出来，并应用于相位恢复中获得原始相位分布。

给定一个连续的时间信号 I(t)，其希尔伯特变换为

v(t) = 1
πv ∫-∞+∞ I(τ)

t - τ
dτ = 1

π ∫-∞+∞ I(t - τ)
τ

dτ = I(t)* 1
πt . (1)

在频域内希尔特变换可表示为

V ( f ) = {       jU ( f )   ,                     f < 0
-jU ( f )   ,                    f > 0 . (2)

希尔伯特变换等同于一个滤波器，信号经过希尔伯特变化后，即在频域相移 π/2 。 (2)式中 V ( f ) 是函数

v(t) 的傅里叶变换，U ( f ) 是函数 I(t) 的傅里叶变换，j是虚数单位。由希尔伯特变换的性质可知正弦信号的希

尔伯特变换就是余弦信号，并且能够滤除原信号中的直流分量，同时可以有效地滤除原信号所携带的噪

声。那么，对于单幅干涉条纹图的二维调制相位可表示为

ϕ(x,y) = arctan{ }H [I(x,y)]
H {H [I(x,y)]} , (3)

式中 H [I(x, y)] 为散斑干涉图 I(x,y) 的一次希尔伯特变换，H {H [I(x, y)]} 为 I(x,y) 的两次希尔伯特变换。

2.2 基于希尔伯特变换的单幅条纹相位恢复原理

通常散斑干涉条纹可以表示为

I(x,y) = a(x,y) + b(x,y)cos[2πf0 x + ϕ(x,y)] , (4)
式中 a(x,y) 表示条纹图的背景强度, b(x,y) 为光波振幅，f0为载波频率，ϕ(x,y) 为经物体漫反射后物体光波的相

位。而 a(x,y)、b(x,y) 为缓变函数，可以视为常数，对干涉条纹进行希尔伯特变换，得到其正弦分量可表示为

I1(x,y) = b(x,y)sin[2πf0 x + ϕ(x,y)] . (5)
可看出通过希尔伯特变换的散斑干涉条纹的直流项被滤除了。然后再对 I1(x, y) 进行希尔伯特变换得

到散斑干涉条纹图的余弦分量，即

I2 (x,y) = -b(x,y)sin[2πf0 x + ϕ(x,y)] . (6)
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令 θ(x,y) = 2πf0 x + ϕ(x,y) ，在水平方向和垂直方向的相位斜率可以表示为

gx(x,y) = θ(x + 1,y) - θ(x,y) = arctan sin(Δθx)
cos(Δθx) = arctan I2 (x + 1,y)I1(x,y) - I1(x + 1,y)I2 (x,y)

I2 (x + 1,y)I2 (x,y) + I1(x + 1,y)I1(x,y) , (7)

gy (x,y) = θ(x,y + 1) - θ(x,y) = arctan sin(Δθy )
cos(Δθy ) = arctan I2 (x,y + 1)I1(x,y) - I1(x,y + 1)I2 (x,y)

I2 (x,y + 1)I2 (x,y) + I1(x,y + 1)I1(x,y) . (8)
对水平方向和垂直方向的相位斜率 gx(x,y) 、gy (x,y) 进行积分即可得到全场相位分布

θ(x,y) = θ(x0 ,y0) + ∫
d(x0,y0) - d(x,y)

[Δgx(x,y) + Δgy (x,y)]dxdy , (9)
(9)式表示延点 (x0 ,y0) - (x, y) 任一连续积分路径 d的积分。

3 基于剪切干涉的单幅干涉条纹相位恢复原理
应用 (9)式积分法只能对连续的相位斜率分布进行处理，但当相位变换过快时，用 (7)、(8)式得到的水平方

向和垂直方向的相位斜率会出现不连续的情况，此时就不能直接通过积分法对相位进行恢复。为了解决这

一弊端，这里在希尔伯特变换求出干涉条纹图的正弦分量和余弦分量的基础上，将剪切干涉计量原理引入

到希尔伯特变换相位恢复算法中，求出连续的斜率离散偏导，然后进行全场相位恢复。

利用(7)式求出的相位斜率 gx(x,y) 建立一个等效二维复光场

S(x,y) = exp[jgx(x,y)] . (10)
对该等效二维复光场沿 x方向作一个单位平移，得到一个全新的二维光场

S′(x,y) = exp[jgx(x + 1,y)] . (11)
将(10)、(11)式表示的光场相除得到剪切光场

ΔSx(x,y) = S′(x,y)
S(x,y) = exp[jg(x + 1,y)]

exp[jg(x,y)] = exp{j[gx(x + 1,y) - gx(x,y)]} . (12)
然后对剪切光场通过反正切运算，可以得到水平方向上相位斜率的一阶离散偏导为

Δgx(x,y) = arctan{Im[ΔSx(x,y)]/ Re[ΔSx(x,y)]} . (13)
式中 Re(·)和 Im(·)分别表示取剪切光场复函数的实部和虚部运算。

(10)式等效光场的数值与 gx(x,y) 连续时建立的复光场数值相同。根据欧拉定理 , 自然底数的指数可以

用正弦和余弦函数的复数形式表达 , 在求调制相位之前可以消除包裹相位不连续带来的影响 , 所以通过对

gx(x,y) 建立等效光场后使不连续在形式上被去除 , 即无论 gx(x,y) 连续与否，等效光场 S(x,y) 的数值均相等 .
于是 , 即使相位 gx(x,y) 变化较快 , 但是 exp{j[gx(x + 1,y) - gx(x,y)]}  的空间变化频率却不高 , Δgx(x,y) (相位斜率

在 x方向的离散导数)可看作连续分布。

同理可得到垂直方向上斜率的离散导数

Δgy (x,y) = arctan{Im[ΔSy (x,y)]/ Re[ΔSy (x,y)]}. (14)
然后，可对全场相位进行恢复

θ(x,y) = θ(x0 ,y0) + ∬
d(x0,y0) - d(x,y)

[Δgx(x,y) + Δgy (x,y)]dxdy . (15)
通常情况下，通过建立等效复光场，对其进行一次剪切处理一定程度上即可解决相位变化过快的影

响。但在实际测量时，往往所求的原始相位分布成陡峭的变化曲面，使 g(x + 1,y) - g(x,y) 的绝对值大于π，通

过一次剪切得到的 Δgx(x,y) 、Δgy (x,y) 仍呈不连续分布，进一步增大了相位恢复的难度。为了解决这个问

题，这里在一次剪切的基础上引入“二次剪切”，即延 x轴方向再作一个单位平移，创建一个二次剪切复光场

ΔS′
x(x,y) = ΔSx(x - 1,y) = exp[jΔgx(x,y)] . (16)

将光场 ΔS′
x(x,y) 、ΔSx(x,y) 相除得到二次剪切新光场

ΔSxx = ΔS′
x(x,y)

ΔSx(x,y) =
exp[jΔgx(x,y)]

exp[jΔgx(x - 1,y)] . (17)
于是水平方向二次斜率离散偏导为

3
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Δgxx = arctan[Im(ΔSxx)/ Re(ΔSxx)] . (18)
同理垂直方向二次离散偏导为

Δgyy = arctan[Im(ΔSyy )/ Re(ΔSyy )] . (19)
所以，即使在水平方向和垂直方向的相位变化率大于π，但是经过二次剪切，在两个方向斜率的二次离

散导数的值在 (-π,π) 内，就保证得到的 Δgxx( )x,y 、Δgyy (x,y) 是连续的，通过提出的对水平方向和垂直方向相

位斜率的二阶离散偏导 Δgxx( )x,y 和 Δgyy (x,y) 进行连续三次积分，即可得到全场相位分布

θ(x,y) = θ(x0 ,y0) + ∭
d(x0,y0) - d(x,y)

[Δgxx(x,y) + Δgyy (x,y)]dxdy . (20)

4 实验与分析
4.1 基于剪切干涉的单幅干涉条纹相位恢复

用Matlab生成像素为 400 pixel × 400 pixel 的散斑干涉条纹图，条纹图的强度分布为

I(x,y) = 0.5 + 0.5 cos[2πf0 x + ϕ(x,y)] . (21)
式中调制相位 ϕ(x,y) = 3000 sin x sin y cos y exp(-x2 - y2) , f0 表示载波频率，值取为 0.125，实验结果如图 1所示。

图 1 原始算法和提出算法的相位恢复结果比较

Fig.1 Comparison between the original algorithm and the proposed algorithm
4
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图 1(a)和图 1 (b)分别为原始相位和干涉条纹图，图 1(c)和图 1 (d)为经 (7)式和 (8)式得到的相位在各自方向

上的斜率，由于相位变化过快得到的斜率成不连续状态，通过积分方法进行相位恢复失败，如图 1(e)；图 1(f)

图 2 二次剪切相位恢复结果

Fig.2 Phase retrieval results based on twice shearing
5
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和图 1 (g)为对斜率建立二维复光场后，在进行一次剪切得到各方向上斜率的离散导数，由于复光场以自然对

数为底数，并可化为正余弦函数的复数形式，所以可以消除相位斜率不连续，避免相位越变的影响。此时可

用(15)式对相位进行恢复，结果如图 1(h)所示。

4.2 基于二次剪切的单幅干涉条纹相位恢复

同样用 Matlab生成像素值为 400 pixel × 400 pixel 的散斑干涉条纹图，条纹图的强度分布如 (21)式所示 ,
其中 φ(x,y) = 20000 × sin x × exp(x2 - y2) 。用上述方法得到实验结果如图 2所示。

图 2(a)和图 2 (b)分别为相位变换非常快的原始相位和干涉条纹图。图 2(c)和图 2(d)分别为水平方向和垂

直方向的相位斜率，可以看出此时 gx(x,y) 、gy (x,y) 变得不连续；这里在希尔伯特变换得到正弦分量和余弦分

量，并分别求出两方向相位斜率的基础之上，将剪切散斑干涉原理引入到相位恢复算法中，然后对斜率场进

行剪切，得到的 Δgx(x,y) 、Δgy (x,y) 仍不连续，如图 2(e)和图 2(f)，因此采用积分法进行相位恢复失败，如图 2(i)
所示。虽然经一次剪切仍然不连续，但不连续区域在缩小，为了进一步得到连续的剪切量，在一次剪切的基

础上进行二次剪切，可分别得到连续的斜率二阶偏导   Δgxx(x,y) 和 Δgyy (x,y) ，如图 2(g)和图 2(h)所示 ,此时即可

用 (20)式进行相位恢复，相位恢复结果如图 2(j)所示。图 2(k)为 y=200时 x方向上原始相位与所提二次剪切

算法的对比，部分放大如图 2(l)所示，其中虚线表示原始相位，*表示提出算法相位恢复的结果，可见其结果

基本一致，且误差极小。

5 结 论
理论上可以直接采用积分法对在两次希尔伯特变换基础上得到的垂直方向和水平方向的相位斜率进

行处理恢复原始相位，但是当相位变换过快时就不能保证经希尔伯特变换后通过反正切函数得到水平方向

和垂直方向上的相位斜率连续，此时就无法直接采用积分法进行相位恢复。而本文所提出的将剪切干涉技

术引入到相位恢复算法中，通过对相位斜率建立自然底数的指数形式二维复光场，并通过转换的正余弦分

量消除相位斜率不连续的影响，最后用三次积分的方法进行相位恢复。其中二次剪切的引入更增强了对高

密度条纹的相位恢复能力。通过对比实验可知，提出的方法不仅方便有效而且精确度较高，能够很好地解

决因相位变换过快导致相位斜率不连续的影响，从而正确恢复原始相位。
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