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不同偏振状态下 Yb3+∶KGd(WO4)2晶体的无热
透镜方向分析

高 明 王 浟 蒋志刚 韩聚洪 安国斐 薛亮平 张 伟 蔡 和 王宏元 周 杰
西南技术物理研究所 , 四川 成都 610000

摘要 利用 Yb3+∶KGd(WO4)2晶体的热膨胀系数各向异性和折射率温度梯度为负值的特点，就可能找到被光抽运时

热透镜效应为零的特定方向，此方向即为“无热透镜方向”。鉴于前人的理论计算中存在着一些缺陷，利用最小二

乘法和二阶张量旋转法，精确计算了 Yb3+∶KGd(WO4)2晶体的热膨胀张量以及在不同偏振状态下的无热透镜方向：m

偏振时，在 p-g平面内与 p轴成±46.3°的方向；p偏振时，在 m-g平面内与 m轴顺时针成 24.9°以及与 m轴逆时针成

81.2°的方向；g偏振时不存在无热透镜方向。将之与前人的计算结果进行了比较，指出了其理论模型中存在的缺

陷。计算了 p偏振时在 m-g平面内与 m轴顺时针成 17°的方向上传播以及 m偏振时 b方向传播的单位光程变化值，

并与前人已发表的理论与实验结果做了对比分析，证实了所建理论体系的有效性。
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Study on Thermal-Lens-Free Orientations of a Yb3+∶KGd(WO4)2

with Different Polarized Directions
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Abstract Using the anisotropic thermal expansion coefficients and the negative refractive index gradients in

temperature of an optical-pumped Yb3+∶KGd(WO4)2, it is possible to find some special directions without thermally-

induced lens effects which is called“the thermal-lens-free orientation”. Considering there are some defects in the

theoretical models created by other researchers, the thermal expansion tensors and thermal-lens-free orientations

at different polarized directions have been evaluated by using the least square method and two-order tensor rotation

approach. The thermal-lens-free orientations have been determined as follows: The directions located ±46.3° from

the p axis in the p-g plane when the light is polarized in the m axis, the directions located 24.9° clockwise from the

m axis in the m-g plane and 81.2° counterclockwise from the m axis in the m-g plane when the light is polarized

in the p direction. When the light is polarized along the g direction, there is no thermal-lens-free direction for the

crystal. The theoretical results in the previous reports are compared and some defects are also pointed out. The

optical path changes have been analyzed along the directions of both 17° rotated clockwise from the m axis in the

m-g plane (p-polarized) and the b axis (m-polarized) to compare with the previous experimental results. The

effectiveness of our theoretical simulation has been therefore demonstrated through the comparison analyses.
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1 引 言
近年来，随着高功率、高亮度半导体激光以及在通信、医疗、工业加工、军事等领域具备潜在应用前景的

掺镱离子激光材料迅速发展 [1-6]，Yb3+∶KGd(WO4)2晶体正越来越受到众多研究者的关注，其半导体激光的抽运

模式开始应用于超短激光脉冲的产生 [7-12]和辐射平衡激光器 [13-16]的构建之中。

Yb3+∶KGd(WO4)2晶体是一种有着 C2/c或 I2/a空间群结构的双轴单斜晶体，在光学和热学特性上都表现出

明显的各向异性 [17-19]。基于这一物理特性，2005年，美国海军实验室的 Biswal等 [20]提出了利用 Yb3+∶KGd(WO4)2
晶体热膨胀系数的各向异性和折射率温度梯度为负值等特点，可能找到光程不随温度变化而变化的特定方

向，从而达到消除热透镜效应的目的，这样的方向可通过张量计算得到的无热透镜方向。随后，2006年，瑞

典皇家理工学院的 Hellström等 [21]根据 Biswal等的计算结果选择了其中的一个无热透镜方向搭建了实际的激

光器验证系统，并得出这个所谓的“无热透镜方向”依然存在着热透镜的结论。2008年，中国国防科技大学

的周沐等 [22]审视了 Biswal和 Hellstrom 等的结果重新计算了晶体的热膨胀张量和无热透镜方向，指出 Biswal
等的计算结果存在错误，并得到只有在m偏振时才存在着 2个不同的无热透镜方向的结论。

文献[20]中测量了折射率主轴(m，p，g)和晶轴(a，c)5个方向的热膨胀系数，但在计算晶体热膨胀张量时却

只采用了文献[23]中提供的热膨胀张量主轴最大值的方向与折射率主轴 g轴夹角为 33.5°的结论 [23]，同时作者

结合了文中自己测量的折射率主轴的热膨胀系数，这样就导致其张量的计算结果出现了较大的误差。因

此，这就导致文献 [21]根据文献 [20]的计算结果在激光器验证实验中所选择的“无热透镜方向”与真正的无热

透镜方向之间出现了较大的偏差，其实验中仍然残存着一定的热透镜效应。另外，虽然文献 [22]对文献 [20]
中张量计算所存在的问题进行了理论修正，但是他们所使用的干涉条纹数随温度变化的偏微分方程却基于

晶体为腔镜或单一整体结构的假设，无法用于描述处于谐振腔之中的双向传播晶体的物理特性，因此在此

前提下对文献 [20-21]中基于麦克耳孙干涉仪的计算和实验结果进行对比必然存在着较大误差。由于文献

[20-22]中对无热透镜方向的理论分析都存在着一定程度的偏差，本文利用文献 [22]的测量参数基于最小二

乘法和二阶张量旋转法 [24]重新计算了 Yb3+∶KGd(WO4)2晶体的热膨胀张量，并在此基础上精确计算了这种晶

体的无热透镜方向，得到了与文献[20,22]不同的结果，最后，将本文得到的理论结果与文献[21]中的实验数据

进行了比较分析。本文提出的理论数学模型与前人相比其准确度得到了提高，这对将来构建无热透镜的激

光器系统有着理论指导意义。

2 理论数学模型
Yb3+∶KGd(WO4)2晶体是一种典型的双轴单斜晶体，在光学和热学上表现出明显的各向异性。它具有相

互正交的具有不同折射率的 3个主轴 (m，p，g)，通过准确测量各个主轴折射率的温度梯度和计算晶体在主轴

坐标下的热膨胀张量就可以计算出晶体的无热透镜方向 [25]。

另外，Yb3+∶KGd(WO4)2晶体具有 3个晶轴方向：a，b，c，它们与折射率主轴的关系如图 1所示 (b∥p，b⊥a, b⊥
c)，a与m轴之间的夹角 q为 15.3°，c轴与 g轴之间的夹角F为 19.3°(见表 1)[20]。

图 1 晶轴(a和 c)相对于折射率主轴(m和 g)的方向(b∥p，垂直于纸面向外)
Fig.1 Relative orientation of crystall ographic axes (a and c) to principle refractive axes (m and g) (b∥p, coming out of the page)

表 1 晶轴(a和 c)与折射率主轴(m和 g)的夹角

Table 1 Angles between crystal axes (a and c)and principal refractive axes (m and g)
Reference
Ref. [23]
Ref. [20]

θ

17.1°
15.3°

Ф

21.5°
19.3°
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对于单斜晶体，它在任何正交坐标系下的热膨胀张量都是只包含有 4个未知量的对称二阶张量 [24]：

α t =
æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

α11 0 α130 α22 0
α13 0 α33

, (1)

只要能准确测量 4个不同方向的热膨胀系数，就可计算出晶体的热膨胀张量。

2.1 基于最小二乘法的对称张量计算

由(1)式可以得到单斜晶体在任意方向上的热膨胀系数为

α = ( )l1 l2 l3
æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

α11 0 α130 α22 0
α13 0 α33

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

l1
l2
l3

= l21α11 + l22α22 + l23α33 + 2l3 l1α13 , (2)

此处 (lf ) (f=1,2,3)为任意方向的方向余弦，简化对称张量 (αij) (i,j=1,2,3），将 αij 改写为 βh (h=1，2，3，4)，则 (2)式
可写为

α = l21 β1 + l22 β2 + l23 β3 + 2l3 l1 β4 . (3)
这样，对应于某一个 (lf )( )k

方向就会有一个测量值 α
( )k

，这里将测量结果用矩阵表示为

(α( )k ) = A( )βh , (4)
式中 k表示测量的序号，A 为系数矩阵。若 k=4，A 为 ( )4 × 4 矩阵，只需测量出 4个不同的 α

( )k
，就能解出 ( )βh

并得到唯一的二阶张量；若 k>4，A 为 ( )k × 4 矩阵，可通过最小二乘法解出 ( )βh 的值，k越大，其解的精度就越

高。综合误差项：

( )α1 - α
( )1 2 + ( )α2 - α

( )2 2 + ∙∙∙ + ( )αk - α
( )k 2 , (5)

为了使其的数值达到最小值，需通过一系列最小二乘法的常规计算得到下列最优化的 ( )βh 为 [24]

( )βh = ( )A
T
A

-1( )A
T ( )α

( )k . (6)
此处 A

T 为 A 的转置矩阵。将算出的 βh 代入 ( )αij ，就可以得到相应的热膨胀张量：

α t =
æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

α11 0 α130 α22 0
α13 0 α33

=
æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

β1 0 β40 β2 0
β4 0 β3

. (7)

2.2 Yb3+∶KGd(WO4)2晶体的热膨胀张量计算

Yb3+∶KGd(WO4)2为单斜晶体，因此在运用 2.1节中介绍的最小二乘法计算该晶体的热膨胀张量时，A 为

( )k × 4 矩阵。

表 2中列出了文献[20]中测量的 5个方向的热膨胀系数值(单位 : K-1)，即

( )α
( )k =

æ

è

ç

ç
çç
ç

ç
ö

ø

÷

÷
÷÷
÷

÷
112.4178.919

× 10-6 , (8)

这里 k=5，相应的系数矩阵 A 为 ( )5 × 4 矩阵，根据文献 [24]所介绍的方法并结合表 1和表 2的数据后代入 (6)
式，经过最小二乘法计算可以得到

( )βh =
æ

è

ç
çç
ç

ö

ø

÷
÷÷
÷

10.92.416.94.5
× 10-6 . (9)

因此，Yb3+∶KGd(WO4)2晶体的热膨胀张量就可以表示为

α t =
æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

α11 0 α130 α22 0
α13 0 α33

= æ

è
çç

ö

ø
÷÷

10.9 0 4.50 2.4 04.5 0 16.9
× 10-6 . (10)
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表 2 晶体沿晶轴(a和 c)和折射率主轴(m，p，g)方向的热膨胀系数测量值(a)
Table 2 Measured thermal expansion coefficients (a) along crystal axes (a and c) and principal refractive axes (m, p, g)

Propagation direction
a /（10-6 K-1)

m

11
p

2.4
g

17
a

8.9
c

19
2.3 二阶张量的主轴化运算

二阶张量的主轴化运算，就是运用张量变换的方法将二阶张量由原坐标系换到新的坐标系使变换后的

张量只存在对角项，即

αRenewed = VαOriV
-1 , (11)

式中 V 为坐标变换矩阵，αRenewed 为对角矩阵，αOri 为原矩阵。对角化之后的矩阵：

αRenewed =
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ξ1 0 0
0 ξ2 0
0 0 ξ3

, (12)

张量变换矩阵：

V =
æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

u11 u12 u13
u21 u22 u23
u31 u32 u33

, (13)

将(11)式两边同时右乘 V ，则有

αRenewedV = VαOri . (14)
把 (12)、(13)式代入 (14)式展开就可以得到对应于每个 ξq ( )q = 1,2,3 都有一组关于 ( )uq1,uq2 ,uq3 的线性齐次方

程。要求出 ( )uq1,uq2 ,uq3 不全为 0的解，则对应的系数行列式应该为 0，即
|

|

|

|
||

|

|

|

|
||
α11 - ξq α21 α31
α12 α22 - ξq α32
α13 α23 α33 - ξq

= 0 , (15)

这是关于 ξq 的三次方程，ξq 有 3个根，每一个根 ξq 称为 αOri 的本征值，这 3个本征值就是二阶张量的 3个主

轴 分 量 。 将 每 个 ξq 代 入 关 于 ( )uq1,uq2 ,uq3 的 线 性 齐 次 方 程 ，并 利 用 u2
q1 + u2

q2 + u2
q3 = 1 就 可 以 解 出 一 组

( )uq1,uq2 ,uq3 ，它表示第 q个主轴相对于原坐标轴的方向余弦 ( )l1, l2 , l3 ，即第 q个主轴的方向。

将(10)式代入(15)可以解得 ξ1 = 8.5 × 10-6，ξ2 = 2.4 × 10-6，ξ3 = 19.3 × 10-6 ，即主轴化的热膨胀张量为

αRenewed = é

ë
êê

ù

û
úú

8.5 0 00 2.4 00 0 19.3
× 10-6 . (16)

从(16)式可以看出热膨胀张量最大分量值为 ξ3 = 19.3 × 10-6 ，将上式主值代入 ( )u31,u32 ,u33 的线性齐次方程，可

以算出热膨胀张量最大分量值与 g轴成 28.2°，该结果与文献 [23]中的 33.5°存在较大差异，这也是文献 [20]中
热膨胀张量出现计算错误的原因之所在。

3 Yb3+∶KGd(WO4)2晶体无热透镜方向的计算与分析
无热透镜方向，就是指光在特定方向上传播时光程不随温度的变化而变化，即在这个方向上的热透镜

效应为零。Yb3+∶KGd(WO4)2晶体在各个方向上的热膨胀系数都为正值，但是光沿折射率主轴 (m,p,g)偏振时

的折射率温度梯度却为负值 [20]，因此，利用这些特点就可以找到某个特定的方向，使光沿此方向传播时由热

膨胀引起晶体的长度增大而带来的光程变化与晶体折射率随温度改变而带来的光程变化互相抵消，从而达

到消热透镜的效果 [20]。

3.1 在不同光偏振时的 Yb3+∶KGd(WO4)2晶体无热透镜方向的计算结果

与单向行波的传输特性不同，激光器谐振腔内的光波基于双向传播形成了自洽的驻波场。因此，应该

采取文献 [20]中针对迈克耳孙干涉的公式来描述谐振腔中的光程变化。如果晶体沿某个方向的热膨胀系数

为 α ，折射率为 n，则光沿该方向传播时单位温度、单位长度上的光程变化 w为 [26]

4
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w = dn
dT + ( )n - 1 α . (17)

选择合适的光偏振方向和传播方向就可能使光程的变化为零，此时的传播方向就是晶体的无热透镜方向。

从晶体沿折射率主轴的吸收谱和发射谱(如图 2所示[20])可以看到，晶体在m偏振方向的吸收和发射截面最大，

p偏振和 g偏振次之，但 p偏振方向的增益最大，因此一般情况下，光的偏振方向经常选择m偏振或 p偏振。下面，

根据第 2节中得到的相关方法和热膨胀张量[参照(10)式]，分析了(m, p, g)3个偏振方向上的热透镜消除情况。

图 2 晶体在(m，p，g)偏振方向的 (a) 吸收谱和 (b) 发射谱

Fig.2 (a) Absorption spectra and (b) emission spectra of a Yb3+∶KGd(WO4)2 with polarization directions parallel to the principal
refractive-index axes (m, p, g)

当光为 m 偏振时，设晶体无热透镜方向与 p 轴之间的夹角为 θ1，则该方向所对应的方向余弦为

( )0, cos θ1, sin θ1 ，根据(2)式及(10)式可以得到晶体的热膨胀系数为

α = 2.4 cos2θ1 + 16.9 sin2θ1 . (18)
将(18)式代入(17)式并结合表 3可以得到

w = -1.0 × 10-5 + ( )2.0028 - 1 × ( )2.4 cos2θ1 + 16.9 sin2θ1 × 10-6 . (19)
图 3给出了 w随 q1的变化趋势，可以看出 m偏振时在 p-g平面内与 p轴成±46.3°的方向上光程的变化为

零，此两方向即为晶体的无热透镜方向。

按类似方法可得到光为 p偏振时在m-g平面内与m轴顺时针成 24.9°以及与m轴逆时针成 81.2°的方向为

晶体的无热透镜方向(如图 4所示)；而当光为 g偏振时，在m-p平面内不存在晶体无热透镜方向(如图 5所示)。

表 3 不同偏振状态下 Yb3+∶KGd(WO4)2晶体的折射率和折射率温度梯度 dn/dT(E为光的电场方向)[20]
Table 3 Refractive indices and temperature gradient of refractive index dn/dT in a Yb3+∶KGd(WO4)2 for different polarized directions

(E is the Electric field direction of the light)[20]
E∥

n at 1546 nm
dn/dT /(10-5 K-1)

m
2.0028
-1.0

p
1.9741
-1.5

g
2.0385
-1.6

图 3 E∥m时光程 w随传播方向与 p轴之间夹角的变化

Fig.3 Optical path variation w as a function of the angle
between propagation direction and the p axis with E∥m

图 4 E∥p时光程 w随传播方向与m轴之间夹角的变化

Fig.4 Optical path variation w as a function of the angle
between propagation direction and the m axis with E∥p

5
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图 5 E∥g时光程随传播方向与m轴之间夹角的变化

Fig.5 Optical path variation w as a function of the angle between propagation direction and the m axis with E∥g

表 4列出了文献 [20,22]以及本文得到的无热透镜方向计算结果。从表中可以看出，在 m偏振时，本文的

计算结果与文献[20]基本一致，这主要是文献[20] 与本文所计算的热膨胀张量在主对角方向上的数值相差较

小的缘故；而在其他情况时，由于文献 [20]中存在着张量的计算错误再加上文献 [22]中采用了单向传输的光

程变化计算公式，其计算结果与本文均存在较大差别。由于本文在前人的研究基础上对相关无热透镜方向

的计算方法实施了修正，因此计算精度得到了较大提高。

表 4 不同光偏振方向时 Yb3+∶KGd(WO4)2晶体的无热透镜方向(E为光的电场)
Table 4 Thermal-lens-free orientations of a Yb3+∶KGd(WO4)2 for different polarized directions (E is the electric field of the light)
E∥
Ours

Ref. [20]
Ref. [22]

m

±46.3° from the p axis

±46° from the p axis
±24.8° from the p axis

p

24.9°clockwise from the m axis;
81.2°counterclockwise from the m axis

15°clockwise from the m axis;
82°counterclockwise from the m axis

Not existed

g

Not existed

Not mentioned
Not mentioned

3.2 计算结果与相关实验结果的比较分析

基于文献 [20]计算的无热透镜方向结果，文献 [21]进行了无热透镜激光器的验证实验。实验中共使用了

两块晶体，一块选择沿晶轴 b方向(即 p轴方向)切割(m偏振)，另一块选择沿 m-g平面内与 m轴顺时针成 17°的
“无热透镜方向”切割 (p偏振)，用 AD表示 (如图 6所示)。实验结果显示，沿 AD方向传播的晶体热透镜效应虽

然比沿 p轴的小很多，但依然存在着一定热透镜效应 [19]。通过第 2节得到的热膨胀二阶张量计算了 b切割和

AD切割的光程变化，发现沿 b轴传播时的单位温度、单位长度上的光程变化为-7.6×10-6 K-1，沿 AD方向传播

时的单位温度单位长度上的光程变化为-1.4×10-6 K-1，AD方向传播时的单位光程变化约为 b轴传播时的 1/5
左右，这个结论与实验结果较为吻合。同时，这也说明文献 [20]中得到的所谓“无热透镜方向”并非真正意义

上的热透镜消除方向，其计算误差较大。正准备基于本文得到的无热透镜计算结果进行有关激光器的实验

验证工作。

图 6 AD方向与m轴的关系(p轴垂直于纸面向外)
Fig.6 Relationship between the AD direction and m axis (the p axis is coming out of the page)
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4 结 论
根据已有文献的测量数据，运用最小二乘法计算了 Yb3+∶KGd(WO4)2晶体的热膨胀张量，并通过二阶张量

旋转法进行了张量主轴化运算，指出了已有文献中在张量计算时所存在的问题。基于修正后的数学模型精

确计算了晶体的无热透镜方向并与前人的计算结果进行了对比分析。对照文献中的实验结果，验证了所建

立的理论计算模型的有效性。相对于前人已发表的结果，此无热透镜方向计算结果的精度得到了很大的提

高，这对将来构建实用化的无热透镜激光器系统有着重要的理论指导意义。
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