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星向多层共轭自适应光学大气湍流三维波前
模式复原算法分析
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摘要 大气湍流三维波前复原是星向多层共轭自适应光学中的关键技术。分析了星向多层共轭自适应光学系统中

的大气湍流三维波前模式复原算法，并对该算法进行了数值仿真验证和误差分析。分析结果表明：当对 2层大气湍

流进行三维波前复原时，若采用自然导星，因平移像差不能被探测，导致平移和倾斜两种模式不能被准确复原；若

采用激光导星，因平移和倾斜像差不能被直接探测，导致平移、倾斜、离焦和像散几种模式不能被准确复原；当对 3
层大气湍流进行三维波前复原时，模式混淆总是存在，无法消除，各层大气湍流波前不能被准确复原；当观测目标

在探测高度的波前被自然导星光束完全覆盖时，其波前可以被准确复原。
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Abstract Three-dimensional wavefront reconstruction of atmospheric turbulence is key technique for star oriented

multi- conjugate adaptive optics (SO- MCAO), and the algorithm for three- dimensional wavefront mode

reconstruction of atmospheric turbulence in SO-MCAO is analyzed theoretically and researched by simulations.

The analysis result shows that the global piston and tip/tilt modes are singular and cannot be localized in altitude

due to the fact that piston of turbulence cannot be measured in the case of two turbulence layers by using nature

guide stars. Global piston, tip/tilt, defocus, astigmatism modes are singular and cannot be reconstructed in altitude

because piston and tip/tilt of turbulence cannot be measured while using laser guide stars. For three turbulence

layers, a growing number of singular modals produce enormous aliasing error that cannot be avoided. In spite of

the inaccurate wavefront reconstruction for three turbulence layers respectively, the wavefront from observed object

can be completely reconstructed if its footprints on layers are fully covered by nature guide stars.
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1 引 言
自适应光学系统采用哈特曼或四棱锥波前传感器实时探测大气湍流扰动，利用变形镜实时校正动态波
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前畸变 [1-5]。自适应光学技术不仅可以校正外部扰动引起的波前像差，也可以校正系统内部像差，在天文观

测、激光、眼科等领域有着广泛的应用 [6-8]。现代大型望远镜一般都配备了自适应光学系统，使其在轴上方向

获得接近衍射极限的分辨率图像 [9]。观测条件较好时，可见光波段等晕角约为几个角秒，近红外波段等晕角

约为十几个角秒 [10-11]。自适应光学系统受大气非等晕限制，只能在很小视场范围内获得较好校正效果 [12-13]。

多层共轭自适应光学技术可以突破以上限制，扩大校正视场。多层共轭自适应光学系统采用多个波前

探测器同时探测来自导星方向的波前畸变，重构出大气湍流三维波前，进而驱动多个变形镜来校正不同高

度的大气湍流。多层共轭自适应光学系统按照其探测方式的不同可以分为星向多层共轭自适应光学系统 [14]

和层向多层共轭自适应光学系统 [15]。层向多层共轭自适应光学系统一般只采用四棱锥传感器作为波前探测

器，星向多层共轭自适应光学系统通常采用哈特曼传感器作为波前探测器，这种差异是由两种系统的不同

工作模式特性决定的。近年来多层共轭自适应光学技术得到了飞速发展，国外在该领域已经取得了举世瞩

目的成就，并完成了实验验证 [16-18]。

目前国际上 4、8、10 m口径的大型望远镜已很常见。我国目前尚无 4 m以上口径的大型光学望远镜，不

具备深入研究多层共轭自适应光学技术实验条件，研究多层共轭自适应光学系统中的三维波前重构算法，

建立相关仿真软件，是实现多层共轭自适应光学原理试验和实际应用的基础。本文从星向多层共轭自适应

光学中的大气湍流三维波前复原原理入手，理论上分析了模式复原算法和复原误差及其来源，并给出了具

体的仿真实例，为以后开展相关研究提供参考。

2 星向多层共轭自适应光学系统三维波前模式复原算法
星向多层共轭自适应光学系统结构简单，容易实现，其基本结构如图 1所示。图 1所示的星向多层共轭

自适应光学系统中，一个波前传感器 (WFS)探测一颗导星方向的大气湍流波前，基于这些波前信息对大气湍

流进行三维波前复原，进而驱动变形镜(DM)校正不同高度大气湍流。

图 1 星向多层共轭自适应光学系统

Fig.1 Illustration of star oriented multi-conjugate adaptive optics system
2.1 三维波前模式复原算法基本理论

Ragazzoni等 [19]提出了多层共轭自适应光学系统中的模式复原算法以复原大气湍流三维波前。假设望

远镜视场中有 N 颗导星，N 个波前传感器分别探测这些导星方向的湍流波前。大气湍流被分成 M 层，变形

镜共轭于对应的高度以校正该层的湍流。

将第 i 颗自然导星方向上探测到的大气湍流波前进行模式分解，假设模式分解阶数为 p ，这里采用

Zernike模式 [20]，分解后的 Zernike模式系数表示为

L i = [a1,a2 ,⋯,ap], i = 1,2,⋯,N . (1)
由于波前传感器无法探测到平移误差，所以(1)式无平移项。

图 2中虚线圆覆盖区域表示第 i 颗导星在第 j 层大气上的投影，被称作“影迹”(footprint)，该影迹区域波
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前模式分解后的系数用 L ij 表示，根据几何关系有

L i =∑
j = 1

M

L ij , j = 1,2,⋯,M . (2)
望远镜视场范围内所有导星光束在第 j 层大气上的影迹所覆盖的最小外接圆区域被称作“元瞳面”

(metapupil)。元瞳面的大小同望远镜口径、视场、导星位置以及该层大气高度有关。第 j 层大气上元瞳面区

域波前的模式分解系数为 W j 。 L i 、L ij 、W j 存在如下的线性关系：

L i =∑
j = 1

M

L ij =∑
j = 1

M

A ijW j . (3)

图 2 导星在第 j 层上的影迹以及元瞳面

Fig.2 Footprint of one guide star and corresponding metapupil on the j -th layer
为了确定 A ij (维数为 p × p )，建立如图 2所示坐标系。 OXY 表示第 j 层大气上元瞳面的坐标系，O′X′Y′

表示第 i 颗导星在第 j 层大气湍流上影迹覆盖区域的坐标系。将坐标系 OXY 在 X、Y方向上分别平移 Δx 、

Δy ，然后缩小 k 倍之后得到坐标系 O′X′Y′。此时矩阵 A ij 第 m 行第 n 列的元素 amn 为
[21]

amn = π-1∫Zn (Δx + kx,Δy + ky)Zm (x,y)dxdy , (4)
式中 Z n 表示第 n 阶 Zernike模式。

对于 N 颗导星，M 层大气湍流，(3)式可写为
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(5)式可写为

L = AW , (6)
式中矩阵 A 为各个导星探测得到的影迹区域波前模式系数与元瞳面区域波前模式系数之间的关系矩阵，称

为关联矩阵。当 N ≥ M ，利用奇异值分解可以复原得到各层大气湍流波前模式系数为

W = A
+
L ， (7)

式中 A
+ 为 A 的伪逆矩阵，称作复原矩阵。

2.2 关联矩阵特性

矩阵 A ij 与导星位置及大气湍流高度有关 , 无法给出其具体解析表达式，但可以用数值仿真的办法利用

(4)式得到其数值解。图 3给出了关联矩阵 A 的灰度图 (3颗自然导星均匀分布于望远镜 120 ″的视场，2层大

气湍流高度分别为 0、6 km)。图 3中 A、B、C区域分别表示 3颗导星在第 1层湍流的影迹区域波前模式系数与

该层湍流的元瞳面区域波前模式系数之间的关系矩阵。由于此时大气湍流高度为 0 km，A、B、C具有相同数

值；图 3中 D、E、F区域分别表示 3颗导星在第 2层湍流的影迹区域波前模式系数与该层元瞳面区域波前模式

系数之间的关系矩阵，它与导星位置有关，因此 D、E、F具有不同数值。

对于实际大气湍流，各层湍流波前彼此独立不相关，因此 [W1,⋯,WM ] 向量组也彼此独立不相关，若要

[L1,⋯,LN ] 彼此线性无关 , 则要求关联矩阵 A 可逆或满秩，否则利用(7)式进行波前复原时会产生模式混淆，无

法准确重构出各层湍流波前。利用关联矩阵 A 的秩可以判断波前复原是否存在模式混淆误差，下面仿真中
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图 3 关联矩阵 A 的灰度图( N = 3,M = 2,p = 36 )
Fig.3 Grey-scale map of incidence matrix A ( N = 3,M = 2,p = 36 )

会给出具体例子分析关联矩阵对三维波前复原的影响。

3 大气湍流三维波前复原算法的仿真
尽管实际大气湍流是多层分布结构，一般只需复原视场范围内等效 2层或 3层大气湍流波前就可以获

得满意校正结果，因此本文针对 2层和 3层大气湍流进行三维波前复原算法的仿真 [22]。

仿真中望远镜口径为 8 m，视场为 120″。当复原 2层大气时，大气湍流高度分别为 0、6 km。当复原 3层

大气时，大气湍流高度分别为 0、6、10 km。大气湍流波前符合 Kolmogorov统计规律，地面层 (第 1层)大气湍流

相位屏 D/r0 = 30 ，中层 (第 2层)大气湍流相位屏 D/r0 = 15 ，高层 (第 3层)大气湍流相位屏 D/r0 = 10 (D为望远镜

口径，r0为大气 Fried参数)。导星均匀分布于望远镜 120″视场。波前探测噪声、星亮度等因素不作考虑。复

原效果评价指标用复原波前残差的斯特列尔比( SR )表示，SR 可近似计算为

SR = exp( )-σ2 ， (8)
式中 σ 为波前复原相位残差均方根。由于平移误差无法探测，倾斜量无法被准确复原到每一层湍流，因而

计算评价指标时不考虑平移和倾斜像差。

3.1 2层大气湍流相位屏三维波前复原

3.1.1 采用自然导星

图 4展示了 2颗和 3颗自然导星在 6 km处的元瞳面和影迹。图 5和图 6是分别采用 2颗和 3颗导星对 2
层大气湍流相位屏进行三维波前重建的复原结果(此节仿真中取前 36阶 Zernike模式，无平移像差)，上面 3幅

图是第 2层即中层 6 km处大气湍流相位屏的复原结果，下面 3幅图是第 1层即地面层 0 km大气湍流相位屏

的复原结果，从左至右分别是真实波前相位、复原波前相位和复原波前相位残差。

图 4 自然导星在 6 km处的影迹和元瞳面

Fig.4 Footprints and metapupils on the layer of 6 km
由图 5 和图 6 可知，当 M = 2 时，采用 3 颗导星时大气湍流被准确复原，波前复原残差的 SR 值分别为

0.998(第 1层)和 0.991(第 2层)。图 7给出了当 M = 2 时大气相位屏波前复原前后的 Zernike模式系数，图 7(a)
是第 1层大气湍流复原结果，图 7(b)是第 2层大气湍流复原结果。图 7的仿真结果说明采用 3颗导星可以对
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除倾斜以外的其他各个模式实现准确波前复原。

图 5 2颗自然导星时的波前复原结果。 SR =0.649(第 1层)，SR =0.476(第 2层)
Fig.5 Wavefront reconstruction results with two nature guide stars. SR =0.649 (the first layer) and SR =0.476 (the second layer)

图 6 3颗自然导星时的波前复原结果。 SR =0.998(第 1层)，SR =0.991(第 2层)
Fig.6 Wavefront reconstruction results with three nature guide stars. SR =0.998 (the first layer) and SR =0.991 (the second layer)

图 7 波前复原前后的 Zernike系数(3颗自然导星)
Fig.7 Wavefront reconstruction results of Zernike coefficients (three nature guide stars)

由 2.1节中对关联矩阵特性的分析可知，只有当关联矩阵满秩时，波前复原才不会产生模式混淆。图 8
给出了采用 2、3、6颗导星时，关联矩阵的特征值。图 8中，纵坐标为关联矩阵特征值，横坐标为特征值按降

序排列时的序号。由于矩阵的秩与其非零特征值的数目有关，通常将大于一定数值的特征值的个数作为矩

阵的秩。这里将数值大于 0.001的特征值认为是非零特征值，反之认为是零特征值，因此从图 8中可以确定

采用 2、3、6颗导星时关联矩阵的秩。由图 8可知，当采用 2颗导星时关联矩阵的秩为 64，采用 3颗导星时关

联矩阵的秩为 70，前者关联矩阵较后者关联矩阵的秩小，因此采用 2颗导星比采用 3颗导星进行波前复原时

产生了更大的模式混淆误差，前者复原效果差 (对比图 5和图 6可知)。当导星个数继续增大时 (大于 3)，关联

矩阵的秩保持为 70不变，依然是非满秩矩阵 (满秩时的秩为 72)，出现了 2阶模式混淆，即倾斜 (tip/tilt)模式不

能被准确复原，从而出现了图 7中 tip和 tilt模式未被准确复原的情形。关联矩阵不能是满秩矩阵的原因从

理论上讲，只有当大气湍流各阶模式都被准确测量才可保证关联矩阵满秩。波前探测器无法探测平移像

差，虽然可以探测到某个导星方向的波前斜率，但并不能准确将该波前斜率分解到每一层大气湍流。
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图 8 关联矩阵特征值

Fig.8 Eigenvalues of the incidence matrix
3.1.2 采用激光导星

对于实际自适应光学系统，若观测目标周围没有自然导星时需要采用激光导星。采用激光导星面临的

一个难题是它无法测量大气湍流倾斜量。本节仿真中假设导星无法测量倾斜量，探测到的波前模式阶数为

30(不包括平移和倾斜)，对 2层大气湍流相位屏进行三维波前复原。

图 9是当激光导星数目为 3、4、5时关联矩阵 (无平移和倾斜项)的特征值，特征值的大小可以反映关联矩

阵秩的大小。当导星数目大于等于 3时，关联矩阵的秩稳定为 57，关联矩阵不是满秩矩阵 (满秩时矩阵的秩

为 60)。由前面的分析可知，关联矩阵不是满秩矩阵时波前复原会产生模式混淆。图 10是采用 3颗导星时

的三维波前复原得到的模式系数和残差。由图 10 可知， j > 6 的模式都被准确复原，混淆的模式为

j = 3，4，5 ，混淆模式总数等于关联矩阵满秩时的秩减去其实际的秩，这一结论和国外学者是一致的 [23]。

图 9 采用激光导星时的关联矩阵特征值

Fig.9 Eigenvalues of the incidence matrix with laser guide stars

图 10 波前复原前后的 Zernike系数(激光导星)
Fig.10 Wavefront reconstruction results of Zernike coefficients (laser guide stars)

3.2 3层大气湍流时的仿真结果

本节仿真中 3层大气湍流高度分别为 0、6、10 km，Zernike模式阶数为 36，采用多颗自然导星时关联矩阵

特征值如图 11所示。如果关联矩阵满秩，其秩为 108。由图 11可知，当采用 3颗自然导星时，关联矩阵的秩
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不大于 93；当采用 4颗自然导星时，关联矩阵的秩不大于 101；当自然导星数目继续增大时，关联矩阵的秩保

持 102不变。图 11仿真结果说明：当对 3层大气湍流进行三维波前复原时，关联矩阵总是非满秩矩阵，模式

混淆一直存在。

由图 11可知，对 3层大气湍流进行三维波前复原时，关联矩阵总是非满秩矩阵，而且数值为零的特征值(当
特征值小于 0.001时认为该特征值为 0)个数为 6，此时会有较多的混淆模式。当采用 3颗自然导星时，关联矩阵

的秩为 93，复原结果如图 12所示，波前复原残差的 SR 分别为 0.723(第 1层)、0.225(第 2层)和 0.172(第 3层)；当采

用 30颗自然导星时，关联矩阵的秩为 102，复原结果如图 13所示，波前复原残差的 SR 分别为 0.978(第 1层)、0.534

图 11 关联矩阵特征值( M = 3 , p = 36 )
Fig.11 Eigenvalues of the incidence matrix( M = 3 , p = 36 )

图 12 波前复原结果。 SR =0.723(第 1层)，SR =0.225(第 2层)，SR =0.172(第 3层)
Fig.12 Wavefront reconstruction results. SR =0.723 (the first layer), SR =0.225 (the second layer) and SR =0.172 (the third layer)

图 13 波前复原结果。 SR =0.978(第 1层)，SR =0.534(第 2层)，SR =0.612(第 3层)
Fig.13 Wavefront reconstruction results. SR =0.978(the first layer), SR =0.534 (the second layer) and SR =0.612 (the third layer)

7



中 国 激 光

1113002-

(第 2层)和 0.612(第 3层)。图 11~13仿真结果表明：当对 3层大气湍流进行三维波前复原时，关联矩阵总是非满

秩矩阵，模式混淆误差一直存在；增加导星的数目可以减弱模式混淆误差，但不能消除模式混淆误差。

以上仿真中的评价指标是大气湍流三维波前复原残差的 SR 值，对于实际自适应光学系统，本文更关心

观测目标方向的波前复原效果，即 Lobj =∑
j = 1

M

Lobj, j 是否可以被准确复原。也就是说，虽然不能准确复原观测目

标方向上的每一层大气湍流波前模式系数 Lobj, j ，只要 Lobj 被准确复原，则仍然可以对观测目标方向的大气湍

流进行有效闭环校正，获得接近衍射极限分辨率的观测目标图像。目标方向上复原波前残差为

W e =∑
i = 1

p

[Lobj(i) - L̂obj(i)]Z i ， (9)
式中 Lobj(i) 为观测目标方向上复原波前的第 i 阶模式系数，L̂obj(i) 为真实值。将 (9)式代入 (8)式即可得到观测

目标方向上的波前复原残差的 SR 值。

通常观测目标位于视场中心，即零视场位置。这里假设观测目标位于望远镜视场中心。图 14给出了 3
层大气湍流条件下观测目标方向上的波前复原结果，包括第 1~3层大气湍流三维波前复原残差的 SR 值，以

及观测目标方向波前残差的 SR 值。图 14仿真结果表明：即使采用了 30颗自然导星，3层大气波前仍然不能

被精确复原，波前复原残差的 SR 值分别为 0.978、0.534、0.612；观测目标方向上复原波前残差的 SR 值分别为

0.64(3颗导星)、0.802(4颗导星)、0.997(5颗导星)、0.997(30颗导星)。当大气湍流被分成 3层时，采用 5颗导星

即可对观测目标方向上的波前准确复原。

图 14 波前复原残差的 SR 值

Fig.14 SR of the residual reconstructed wavefront

4 结 论
论述了一种星向多层共轭自适应光学系统中的大气湍流三维波前模式复原算法，并对该算法进行了数

值仿真验证和误差分析。仿真结果和分析表明：对于 2层大气湍流，采用自然导星时，只要导星可以覆盖探

测高度上视场范围内的大气湍流畸变波前，除平移和倾斜之外，2层大气波前中的其他各个模式都可以被准

确的复原，即平移和倾斜模式产生了混淆，该模式混淆是因湍流波前中的平移像差不能被波前传感器探测

而产生；采用激光导星时，除平移、倾斜、离焦和像散之外，2层大气波前中的其他各个模式都可以被准确的

复原，即平移、倾斜、离焦和像散模式产生了混淆，该模式混淆是因大气湍流波前中的平移和倾斜量无法被

探测而产生；对于 3层大气湍流，不管采用多少颗导星，模式混淆问题总是存在，无法消除，各层大气不能被

准确的复原，但是只要导星可以覆盖探测高度上视场范围内的大气湍流畸变波前，观测目标方向上的波前

就可以被准确的复原。
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