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小波函数频域旁瓣对三维重建效果影响研究
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摘要　利用连续小波变换实现三维重建过程中，其重建效果往往取决于小波函数的选择。小波函数在空域和频域

的表现，决定着数据处理的效率和效果。不同的小波函数自身具有不同的表现，其频域部分往往有不同的旁瓣产

生。讨论了复Ｇａｕｓｓ系列小波频域旁瓣对三维面形重建的影响，计算得到复Ｇａｕｓｓ小波随微分阶数增加其旁瓣有

变小的趋势，理论分析和实验结果均得到其局部分析能力呈趋好的规律。通过引入复 Ｍｏｒｌｅｔ小波和 Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ

小波函数，进一步验证了频域旁瓣对重建效果的规律性影响，实验结果与理论分析吻合较好。
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中图分类号　Ｏ４３８　　　文献标识码　Ａ　　　犱狅犻：１０．３７８８／犆犑犔２０１４４１．０７０８００５

犐犿狆犪犮狋狅犳犠犪狏犲犾犲狋犉狌狀犮狋犻狅狀犉狉犲狇狌犲狀犮狔犛犻犱犲犾狅犫犲狅狀狋犺犲犈犳犳犲犮狋狅犳

犜犺狉犲犲犇犻犿犲狀狊犻狅狀犪犾犚犲犮狅狀狊狋狉狌犮狋犻狅狀

犡狌犔狌狅狆犲狀犵
１，２
　犇犪狀犢狅狌狇狌犪狀

１
　犃狀犓犪狀犵

１
　犢犪狀犵犉犪狀狉狅狀犵

１
　犠犪狀犵犡犻犪狅狆犲狀犵

２

犆犺犲狀犢狌２　犠犪狀犵犙犻狀犵狔狌犪狀
２

１犆狅犿狆狌狋犲狉犛犮犺狅狅犾，犆犻狏犻犾犃狏犻犪狋犻狅狀犉犾犻犵犺狋犝狀犻狏犲狉狊犻狋狔狅犳犆犺犻狀犪，犌狌犪狀犵犺犪狀，犛犻犮犺狌犪狀６１８３０７，犆犺犻狀犪

２犛犮犺狅狅犾狅犳犃犲狉狅狀犪狌狋犻犮狊犪狀犱犃狊狋狉狅狀犪狌狋犻犮狊，犛犻犮犺狌犪狀犝狀犻狏犲狉狊犻狋狔，犆犺犲狀犵犱狌，犛犻犮犺狌犪狀６１００６４，
（ ）

犆犺犻狀犪

犃犫狊狋狉犪犮狋　犅犪狊犲犱狅狀犮狅狀狋犻狀狌狅狌狊狑犪狏犲犾犲狋狋狉犪狀狊犳狅狉犿（犆犠犜）犻狀狋犺狉犲犲犱犻犿犲狀狊犻狅狀犪犾狊狌狉犳犪犮犲狉犲犮狅狀狊狋狉狌犮狋犻狅狀，狋犺犲狉犲狊狌犾狋狅犳

狉犲犮狅狀狊狋狉狌犮狋犻狅狀狅犳狋犲狀犱犲狆犲狀犱狊狅狀狋犺犲犮犺狅犻犮犲狅犳狑犪狏犲犾犲狋犳狌狀犮狋犻狅狀．犜犺犲狆犲狉犳狅狉犿犪狀犮犲狅犳狑犪狏犲犾犲狋犳狌狀犮狋犻狅狀′狊狊狆犪狋犻犪犾犪狀犱

犳狉犲狇狌犲狀犮狔犱狅犿犪犻狀犱犲狋犲狉犿犻狀犲狊狋犺犲犲犳犳犻犮犻犲狀犮狔犪狀犱犲犳犳犲犮狋犻狏犲狀犲狊狊狅犳犱犪狋犪狆狉狅犮犲狊狊．犇犻犳犳犲狉犲狀狋狑犪狏犲犾犲狋犳狌狀犮狋犻狅狀犻狋狊犲犾犳犺犪狊

犱犻犳犳犲狉犲狀狋狆犲狉犳狅狉犿犪狀犮犲，狑犺犻犮犺狌狊狌犪犾犾狔犲狓犻狋狊犱犻犳犳犲狉犲狀狋狊犻犱犲犾狅犫犲狊犻狀犳狉犲狇狌犲狀犮狔犱狅犿犪犻狀．犜犺犻狊狆犪狆犲狉犱犻狊犮狌狊狊犲狊狋犺犲犻犿狆犪犮狋狅犳

犮狅犿狆犾犲狓犌犪狌狊狊狊犲狉犻犲狊狑犪狏犲犾犲狋狊′犳狉犲狇狌犲狀犮狔狊犻犱犲犾狅犫犲狊犻狀狋犺狉犲犲犱犻犿犲狀狊犻狅狀犪犾狊犺犪狆犲狉犲犮狅狀狊狋狉狌犮狋犻狅狀．犜犺犲犮犪犾犮狌犾犪狋犻狅狀狉犲狊狌犾狋狊

狊犺狅狑狋犺犪狋犳狉犲狇狌犲狀犮狔狊犻犱犲犾狅犫犲狊犺犪狏犲犪狊犿犪犾犾犲狉狋狉犲狀犱狑犻狋犺狋犺犲犻狀犮狉犲犪狊犲狅狉犱犲狉狅犳犮狅犿狆犾犲狓犌犪狌狊狊狑犪狏犲犾犲狋犳狌狀犮狋犻狅狀

犱犻犳犳犲狉犲狀狋犻犪犾．犕犲犪狀狑犺犻犾犲，狋犺犲狅狉犲狋犻犮犪犾犪狀犪犾狔狊犻狊犪狀犱犲狓狆犲狉犻犿犲狀狋狊犵犻狏犲狋犺犲狊犪犿犲狉犲狊狌犾狋狊犻狀犾狅犮犪犾犪狀犪犾狔狊犻狊犪犫犻犾犻狋犻犲狊．犐狀狅狉犱犲狉

狋狅犻犾犾狌狊狋狉犪狋犲狋犺犲犳狉犲狇狌犲狀犮狔狊犻犱犲犾狅犫犲狇狌犲狊狋犻狅狀，犮狅犿狆犾犲狓犕狅狉犾犲狋狑犪狏犲犾犲狋犪狀犱犕犲狓犻犮犪狀犺犪狋狑犪狏犲犾犲狋犳狌狀犮狋犻狅狀犪狉犲狌狊犲犱狋狅

狏犲狉犻犳狔狋犺犻狊狉犲犵狌犾犪狉犻狋狔．犜犺犲犲狓狆犲狉犻犿犲狀狋犪犾狉犲狊狌犾狋狊犪犵狉犲犲狑犲犾犾狑犻狋犺狋犺犲狋犺犲狅狉犲狋犻犮犪犾犪狀犪犾狔狊犻狊．

犓犲狔狑狅狉犱狊　犉狅狌狉犻犲狉狅狆狋犻犮狊；犮狅狀狋犻狀狌狅狌狊狑犪狏犲犾犲狋狋狉犪狀狊犳狅狉犿（犆犠犜）；狋犺狉犲犲犱犻犿犲狀狊犻狅狀犪犾狊犺犪狆犲狉犲犮狅狀狊狋狉狌犮狋犻狅狀；狑犪狏犲犾犲狋

犳狌狀犮狋犻狅狀；犮狅犿狆犾犲狓犌犪狌狊狊狊犲狉犻犲狊狑犪狏犲犾犲狋狊；犳狉犲狇狌犲狀犮狔狊犻犱犲犾狅犫犲

犗犆犐犛犮狅犱犲狊　１００．５０７０；１１０．６８８０；１２０．２６５０；１２０．５０５０；１２０．６６５０

　　收稿日期：２０１３１２２４；收到修改稿日期：２０１４０２２４

基金项目：国家自然科学基金委员会与中国民用航空局联合资助项目（６１０７９０２３）、中国民航飞行学院青年基金（ＸＭ０８５３）

作者简介：许罗鹏（１９８３—），男，博士研究生，讲师，主要从事光信息处理和三维测量，飞行器结构疲劳、断裂、损伤分析等

方面的研究。Ｅｍａｉｌ：ｘｕｌｕｏｐｅｎｇ＠１２６．ｃｏｍ

导师简介：王清远（１９６５—），男，教授，博士生导师，主要从事材料及结构疲劳行为等方面的研究。

Ｅｍａｉｌ：ｗａｎｇｑｙ＠ｓｃｕ．ｅｄｕ．ｃｎ

１　引　　言

在信号分析过程中，当输入信号频率较低时，通

常要求滤波窗时窗较宽而频窗较窄，从而获得较高

的频域分辨率；当对频率较高的信号进行处理时，通

常要求滤波窗时窗较窄而频窗较宽，由此获得较好

的空域分辨率。三维面形测量领域同样存在滤波的

问题，传统的测量方法，如傅里叶变换［１－２］和窗口傅

里叶变换［３－５］在进行数据分析时均不能满足变换窗

０７０８００５１
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口随信号变化达到实时测量的要求，测量时变信息

存在劣势。而小波变换方法［６－１０］可随输入信号的

变化而改变小波函数在空域和频域尺寸的大小，进

而寻找最佳匹配，具有多分辨率的特点。

利用小波变换实现三维面形重建，小波函数的

选择在提升计算效率和计算精度方面至关重要。

Ｍｕｎｔｈｅｒ等
［１１］讨 论 了 Ｐａｕｌ、Ｓｈａｎｎｏｎ、ｂｓｐｌｉｎｅ、

Ｇａｕｓｓｉａｎ、Ｍｏｒｌｅｔ等小波函数在受到不同程度白噪

声影响下的表现。周翔等［１２］实现了实 Ｍｏｌｅｔ小波

和实 Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ小波的三维测量，Ｌｉ等
［１３－１４］将该

小波函数应用至二维实小波变换，均有较好重建效

果。文献［１５－１６］分别对复小波函数和实 Ｇａｕｓｓ

小波函数在三维面形测量问题展开讨论，并在文献

［１７］中基于小波变换的工作原理探讨小波函数的选

择方法。上述文献缺乏小波函数自身性质对重建效

果影响作用的讨论。

从与不同小波函数的比较中发现，Ｇａｕｓｓ小波

函数有较好的自身表现和较为优秀的三维重建表

现［１１，１５－１７］。Ｇａｕｓｓ小波函数是多种小波函数的构

造小波［１６］，如 Ｇａｂｏｒ小波、Ｍｏｒｌｅｔ小波和ＤＯＧ小

波等均由 Ｇａｕｓｓ小波函数构造而成，Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ

小波是由Ｇａｕｓｓ小波的二阶导数构造。Ｇａｕｓｓ小波

作为几种小波函数的初始函数，其性质在某种程度

上会影响或者决定构造小波的特性，对其研究有助

于深入了解 Ｇａｕｓｓ小波和构造小波函数的性质。

频域旁瓣在小波函数中普遍存在［１５］，研究其对三维

重建效果的影响，可以从本质上了解小波函数在三

维重建中的作用，为小波函数的研究提供有益参考。

本文针对复Ｇａｕｓｓ小波频域旁瓣对三维重建所产

生的影响展开讨论。研究表明，复Ｇａｕｓｓ系列小波

随微分阶数增加其旁瓣有变小的趋势，引入复

Ｍｏｒｌｅｔ小波和 Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ小波函数进一步验证了

频域旁瓣对重建效果的规律性影响。

２　理　　论

２．１　小波变换轮廓术

测量光路如图１所示，犘１，犐２ 分别表示投影系

统的出瞳和成像系统的入瞳，两者在同一平面且之

间的距离为犱，犐２ 到参考平面的垂直距离犐２犗＝犔０，

物面上任一点犎 与参考平面的距离为犺（狓，狔）。投

射光栅条纹经被测物体调制后，ＣＣＤ获得的变形光

场可表示为

犵（狓，狔）＝犪（狓，狔）＋犫（狓，狔）ｃｏｓ２π犳０狓＋（狓，狔［ ］），

（１）

式中犪（狓，狔）为背景光场，犫（狓，狔）为反射率，犳０为投

影光栅的基频，（狓，狔）为物体高度分布犺（狓，狔）引

起的调制相位。

图１ 测量系统光路图

Ｆｉｇ．１ Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｏｐｔｉｃａｌｐａｔｈ

若犵（狓，狔）在正弦条纹结构方向的一维分布为

犵（狓），利用复小波函数沿该方向作一维小波变换，

连续小波变换系数犠ｇ（犪，犫）的空域表达式为

犠ｇ（犪，犫）＝
１

槡犪∫
＋!

－!

犵（狓）珔ψ
狋－犫（ ）犪

ｄ狋＝

１

槡犪
＜犵（狓），珔ψ犪，犫（狓）＞， （２）

其频域表达式为

犠ｇ（犪，犫）＝
槡犪
２π∫

＋!

－!

犵（ω）珔ψ（犪ω）ｅｘｐ（ｊω犫）ｄω． （３）

（２）式中Ψ（狓）为母小波函数ψ（狓）的复共轭，对母

小波伸缩平移可得到小波序列ψ犪，犫（狓），（３）式中

犵（ω）和ψ（ω）分别表示犵（狓）和ψ（狓）的傅里叶变换；

犪为伸缩因子，其作用是将母小波函数ψ（狓）伸缩，犪

愈大ψ（狓／犪）愈宽，反之亦然；犫为平移因子，确定小

波函数ψ（狓）的中心。通过对犪和犫的控制，调整小波

序列ψ犪，犫（狓）在空域和频域的表现使其与被测信号

相匹配，实现对被测信号的多分辨率测量。

沿尺度轴方向，小波变换系数模值最大值的连

线定义为小波“脊”［１８］。“脊”处的虚部包含有测量

物体的相位信息，由此得到变形光栅和参考平面的

相位信息（狓，狔）和０（狓，狔），将两者相减，即可得

到由物体高度调制的相位信息

Δ（狓，狔）＝（狓，狔）－０（狓，狔）． （４）

　　在远心光路条件下，考虑到实际测量中犔０

犺（狓，狔），被测物体的相位与高度分布关系为

Δ（狓，狔）＝－２π犳０ｄ犺（狓，狔）／犔０， （５）

式中犔０，犱都为结构参量。

２．２　复犌犪狌狊狊系列小波函数特征

复Ｇａｕｓｓ母小波的函数表达式
［１９］为

犆ｇａｕ（狓）＝犆狀·ｄｉｆｆ［ｅｘｐ（－ｉ狓）·ｅｘｐ（－狓
２），狀］，（６）
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式中犆狀 为常数，ｄｉｆｆ（·）表示对变量进行微分，狀表

示微分阶数，不同阶数代表不同的小波函数。在

Ｍａｔｌａｂ计算机应用程序里，复Ｇａｕｓｓ系列小波通常

用Ｃｇａｕ（犖）表示，例如：复Ｇａｕｓｓ小波函数的四阶

微分可表示为Ｃｇａｕ（４）。取复Ｇａｕｓｓ母小波函数的

１～６阶微分，分别画出它们的实部和虚部，如图２

所示。图３中用不同形状的线画出不同小波函数的

频域表现。

图２ 复Ｇａｕｓｓ小波函数空域分布

Ｆｉｇ．２ ＣｏｍｐｌｅｘＧａｕｓｓｗａｖｅｌｅｔｓｉｎｓｐａｔｉａｌｄｏｍａｉｎ

图３ 复Ｇａｕｓｓ小波函数频域分布

Ｆｉｇ．３ ＣｏｍｐｌｅｘＧａｕｓｓｗａｖｅｌｅｔｓｉｎｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｏｍａｉｎ

　　由图２可看出，复Ｇａｕｓｓ系列小波函数均具有一

定的震荡性和光滑性，且随着微分阶数的增加，其空

域震荡性更加明显。图３中复Ｇａｕｓｓ系列小波在频

域的表现极为相似，均呈现出频谱分布的不对称性。

频率以零点为分割点，在负半轴呈现单脉冲形状，幅

值较大，在频谱分析中占主导作用；在正半轴均有旁

瓣产生，幅值较小，并随微分阶数的增加旁瓣有变小

的趋势，其相对于负半轴的主脉冲亦有变小的趋势。

傅里叶变换将时域信号映射到频率域处理，即：

信号被分解为一系列不同频率正弦波的叠加。连续

小波变换也是将信号分解为一系列不同频率“基波”

的叠加，只是这些“基波”是由小波函数构成，这些小

波函数是由母小波函数经过伸缩和平移得到。在计

算过程中，分析小波函数与输入信号的相似程度，越

为相似，意味着由小波函数拟合的波形与输入信号

越相近，其小波变换系数也就越大，由此得到的重建

信息也就越可靠。

根据小波函数的定义［２０］，利用连续小波变换计

算时，为获得较好的局部分析能力，不仅要求小波函

数在空域有一定的震荡性，还要有一定的紧支性。同

时，在频域也应表现为较好的集中性。从上述对复

Ｇａｕｓｓ系列小波自身表现的分析可以看出，在空域，

复Ｇａｕｓｓ小波函数随着微分级次的增加震荡性表现

较好，并有较好的紧支表现；在频域，负半轴有近乎脉

冲的频率表现，在进行信号分析时会有较好的信号匹

配能力，而正半轴频域的旁瓣，因很难将其兼顾达到

０７０８００５３
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较好的匹配效果，计算时会影响甚至干扰测量结果。

３　计算机模拟

为检验复 Ｇａｕｓｓ系列小波对高度变化的敏感

性，进行了计算机模拟验证。模拟物体为高度变化

率较大的ｐｅａｋｓ函数，取其不同倍数展开讨论，即

（狓，狔）＝犖ｐｅａｋｓ（狓，狔）。图形大小为１２８ｐｉｘｅｌ×

１２８ｐｉｘｅｌ，犖 值分别取１、２、３。图４为取不同犖 值

时的变形条纹图。图５为（狓，狔）＝３ｐｅａｋｓ（狓，狔）第

６５行的重建，实线和虚线分别表示模拟和恢复相

位。为便于比较，给出了犖＝３时不同阶的 Ｇａｕｓｓ

小波第６５行误差分布图（图６）。当被测物体高度

变化时，即犖＝１、２、３，复Ｇａｕｓｓ系列小波均能恢复

出物体的全貌，说明这些小波在重建方面总体表现

较好，但在恢复图像的细节部分小波函数的表现各

有不同（图５和图６）。

图４ 变形光栅。（ａ）犖＝１；（ｂ）犖＝２；（ｃ）犖＝３

Ｆｉｇ．４ Ｄｅｆｏｒｍｅｄｇｒａｔｉｎｇｐａｔｔｅｒｎｗｈｉｌｅ．（ａ）犖＝１；（ｂ）犖＝２；（ｃ）犖＝３

图５ 第６５行恢复比较图（３ｐｅａｋｓ）

Ｆｉｇ．５ Ｃｏｍｐａｒｅｄｐｈａｓｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅ６５ｔｈｒｏｗ（３ｐｅａｋｓ）

　　在保证整体重建效果的情况下，复Ｇａｕｓｓ系列

小波对不同条纹图的相对误差数据分别如表１～３

所示。同时，选取（狓，狔）＝犖ｐｅａｋｓ（狓，狔）函数高度

最大区域进行局部分析，大小为３０ｐｉｘｅｌ×３０ｐｉｘｅｌ，

对该区域的正方形标注如图４所示，犖＝２时的误

差数据如表４所示。引入了图像误差的标准偏差，

其大小反映数值分析的离散程度，并将正、负半轴的

最大相位误差作为参考。

由误差数据（表１～３），复Ｇａｕｓｓ小波随微分阶

数的增加，其标准偏差呈现逐次增大的规律，正、负

半轴最大相位差也呈现相同趋势。从理论上讲，标

准偏差越大，意味着计算数据越分散，而正负半轴误

差数据的增大，契合了上述规律。由表３数据，

Ｃｇａｕ（１）的标准偏差为０．２２６０１，在系列小波中误差

数值最小，与此同时，正负半轴的误差为２．２７３７和

－１．５０４７，在系列小波中也相对较小。

０７０８００５４
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图６ 第６５行误差分布图（３ｐｅａｋｓ）

Ｆｉｇ．６ Ｐｈａｓｅｅｒｒｏｒｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅ６５ｔｈｒｏｗ（３ｐｅａｋｓ）

表１ 相位误差统计（１ｐｅａｋ）

Ｔａｂｌｅ１　Ｐｈａｓｅｅｒｒｏｒｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ（１ｐｅａｋ）

ＣｏｍｐｌｅｘＧａｕｓｓ

ｗａｖｅｌｅｔ

Ｓｔａｎｄａｒｄｄｅｖｉａｔｉｏｎｏｆ

ｉｍａｇｅｅｒｒｏｒ／ｒａｄ

Ｍａｘｉｍｕｍｅｒｒｏｒｏｎ

ｐｏｓｉｔｉｖｅａｘｉｓ／ｒａｄ

Ｍｉｎｉｍｕｍｅｒｒｏｒｏｎ

ｎｅｇａｔｉｖｅａｘｉｓ／ｒａｄ

Ｃｇａｕ（１） ０．０６８４５６ ０．６５１６２ －０．６４１０７

Ｃｇａｕ（２） ０．０７８２０８ ０．５８４７８ －０．６０７９１

Ｃｇａｕ（３） ０．０８０９８６ ０．６０６４３ －０．５６７１３

Ｃｇａｕ（４） ０．０８６４４７ ０．６０４９１ －０．５８３２５

Ｃｇａｕ（５） ０．０８９１３４ ０．５９３１８ －０．５８９４０

Ｃｇａｕ（６） ０．０８９６８１ ０．５７０１３ －０．６１００４

表２ 相位误差统计（２ｐｅａｋｓ）

Ｔａｂｌｅ２　Ｐｈａｓｅｅｒｒｏｒｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ（２ｐｅａｋｓ）

ＣｏｍｐｌｅｘＧａｕｓｓ
ｗａｖｅｌｅｔ

Ｓｔａｎｄａｒｄｄｅｖｉａｔｉｏｎｏｆ
ｉｍａｇｅｅｒｒｏｒ／ｒａｄ

Ｍａｘｉｍｕｍｅｒｒｏｒｏｎ
ｐｏｓｉｔｉｖｅａｘｉｓ／ｒａｄ

Ｍｉｎｉｍｕｍｅｒｒｏｒｏｎ
ｎｅｇａｔｉｖｅａｘｉｓ／ｒａｄ

Ｃｇａｕ（１） ０．１２７６９ １．００３６ －１．００５６

Ｃｇａｕ（２） ０．１５５２１ １．２７２７ －１．００６７

Ｃｇａｕ（３） ０．１６１４５ １．１８９１ －１．０５４２

Ｃｇａｕ（４） ０．１６７２２ １．４８３１ －１．０４８８

Ｃｇａｕ（５） ０．１７９８３ １．２９９０ －１．０７０６

Ｃｇａｕ（６） ０．１８７８６ １．３１１２ －１．１０７２

表３ 相位误差统计（３ｐｅａｋｓ）

Ｔａｂｌｅ３　Ｐｈａｓｅｅｒｒｏｒｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ（３ｐｅａｋｓ）

ＣｏｍｐｌｅｘＧａｕｓｓ

ｗａｖｅｌｅｔ

Ｓｔａｎｄａｒｄｄｅｖｉａｔｉｏｎｏｆ

ｉｍａｇｅｅｒｒｏｒ／ｒａｄ

Ｍａｘｉｍｕｍｅｒｒｏｒｏｎ

ｐｏｓｉｔｉｖｅａｘｉｓ／ｒａｄ

Ｍｉｎｉｍｕｍｅｒｒｏｒｏｎ

ｎｅｇａｔｉｖｅａｘｉｓ／ｒａｄ

Ｃｇａｕ（１） ０．２２６０１ ２．２７３７ －１．５０４７

Ｃｇａｕ（２） ０．２４３９８ ２．２８２７ －１．４５９４

Ｃｇａｕ（３） ０．２５１６１ ２．６５５８ －１．５０７９

Ｃｇａｕ（４） ０．２５７０８ ２．５０２０ －１．５３８４

Ｃｇａｕ（５） ０．２５８８８ ２．６５５５ －１．５８４８

Ｃｇａｕ（６） ０．２６３４１ ２．５９６８ －１．６００３

０７０８００５５
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表４ 局部相位误差统计（２ｐｅａｋｓ）

Ｔａｂｌｅ４　Ｐｈａｓｅｅｒｒｏｒｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｉｎｓｅｌｅｃｔｅｄｉｍａｇｅ（２ｐｅａｋｓ）

ＣｏｍｐｌｅｘＧａｕｓｓ
ｗａｖｅｌｅｔ

Ｓｔａｎｄａｒｄｄｅｖｉａｔｉｏｎｏｆ
ｓｅｌｅｃｔｅｄｉｍａｇｅｅｒｒｏｒ／ｒａｄ

Ｍａｘｉｍｕｍｅｒｒｏｒｏｎ
ｐｏｓｉｔｉｖｅａｘｉｓ／ｒａｄ

Ｍｉｎｉｍｕｍｅｒｒｏｒｏｎ
ｎｅｇａｔｉｖｅａｘｉｓ／ｒａｄ

Ｃｇａｕ（１） ０．０３８２３８ ０．０８６６０６ －１．００５６

Ｃｇａｕ（２） ０．０４４３７８ ０．００２２８１ －１．００６７

Ｃｇａｕ（３） ０．０４９９３９ ０．０１５７１０ －１．０５４２

Ｃｇａｕ（４） ０．０５５０１０ ０．０４７７９３ －１．０４８８

Ｃｇａｕ（５） ０．０６３０７４ －０．００９５３７ －１．０７０６

Ｃｇａｕ（６） ０．０６００７０ －０．０１５９８５ －１．１０７２

图８ 重建的相位分布图

Ｆｉｇ．８ Ｐｈａｓｅｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ

　　由表２和表４，整体误差和局部误差在负半轴

的数据相同，可见误差数据最大值出现在图４标注

区域，即高度变化最快的 Ｕ 型区域。根据表４数

据，复 Ｇａｕｓｓ系列小波在负半轴方向误差大小相

近，相对于Ｃｇａｕ（１）正半轴方向误差为０．０８６６０６，

Ｃｇａｕ（５）和 Ｃｇａｕ（６）均 小 于 该 数 据，分 别 为

－０．００９５３９和－０．０１５９８５（正负只代表误差方向，不

代表大小），说明Ｃｇａｕ（５）和Ｃｇａｕ（６）局部重建细节

表现较好。

观察图５图像细节，Ｃｇａｕ（１）虽能重建物体的

全貌，但在相位的平滑性方面表现最差，整体重建效

果也最差。进一步观察图５前三种小波［Ｃｇａｕ（１）、

Ｃｇａｕ（２）、Ｃｇａｕ（３）］在细节上的表现，可以看出，

Ｃｇａｕ（１）、Ｃｇａｕ（２）、Ｃｇａｕ（３）在Ｕ型区域（高度变化

较快处）相位误差较大，呈现出离散状态，对应的恢

复图像有较大的锯齿状分布，细节表现较差，而后三

种小波函数［Ｃｇａｕ（４）、Ｃｇａｕ（５）、Ｃｇａｕ（６）］则表现较

好，误差数据较为接近，细节表现更为光滑细腻，锯

齿现象也得到很好抑制，上述现象在图６的误差分

布中也得到证实。

复Ｇａｕｓｓ小波［如Ｃｇａｕ（１）］虽有较好的统计指

标，实验结果却没有好的细节表现，在高度变化较快

的Ｕ型区域离散性加剧，呈锯齿分布。其原因可能

是，随着复Ｇａｕｓｓ小波微分阶数的增加，小波函数

在空域表现为更多的震荡（图２），在通过伸缩、平移

变换与被测信号进行匹配的过程中，其震荡部分会

与输入信号达到较为细腻的匹配；同时，随着微分阶

数的增加，复Ｇａｕｓｓ小波左半轴脉冲频率的主导作

用会越发明显（图３），而正半轴频域的旁瓣也相对

越来越小，影响作用也越来越小，更能准确地进行匹

配重建。因此，随着复 Ｇａｕｓｓ小波微分阶数的增

加，小波函数在重建中保留了更多的相位细节，平滑

和细腻度更为明显，恢复效果更好。

４　实　　验

为验证上述理论分析，根据图１，设计碟状物为

测量对象的实验。ＣＣＤ采集到的正弦变形条纹如

图７所示，大小为８００ｐｉｘｅｌ×８００ｐｉｘｅｌ。利用连续

小波变换，采用复Ｇａｕｓｓ系列小波对变形条纹进行

分析，均能重建出碟状物全貌。选取 Ｃｇａｕ（１）、

Ｃｇａｕ（３）、Ｃｇａｕ（５）的恢复图像进行比较，图８为重

图７ 碟状变形条纹图

Ｆｉｇ．７ Ｄｅｆｏｒｍｅｄｇｒａｔｉｎｇｆｒｉｎｇｅｍｏｄｕｌａｔｅｄ

ｂｙａｐｌａｔｅｍｏｄｅｌ
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建相位分布图，图９为其第４４６行相位分布图。

从图８和图９可以看出，复Ｇａｕｓｓ系列小波均

能重建出碟状物，但细节表现却差异很大。由图９

可以看出，Ｃｇａｕ（１）的重建存在较大的锯齿状分布，

虽能大致恢复出物体全貌，但细节表现能力较差，破

坏了整体恢复效果，Ｃｇａｕ（３）较之有所改善，而

Ｃｇａｕ（５）的相位恢复能力则最佳，不管是从整体相

位分布方面，还是从细节表现方面来看均有较优表

现，恢复的图像也更为光滑和细腻。

图９ 第４４６行相位分布

Ｆｉｇ．９ ４４６ｔｈｒｏｗｐｈａｓｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

图１０ 复 Ｍｏｒｌｅｔ小波函数空域（ａ）和频域（ｂ）和 Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ小波函数空域（ｃ）和频域（ｄ）分布图

Ｆｉｇ．１０ ＣｏｍｐｌｅｘＭｏｒｌｅｔｗａｖｅｌｅｔ′ｓｓｐａｔｉａｌｄｏｍａｉｎ（ａ）ａｎｄｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｏｍａｉｎ（ｂ）ａｎｄＭｅｘｉｃａｎｈａｔ

ｗａｖｅｌｅｔ′ｓｓｐａｔｉａｌｄｏｍａｉｎ（ｃ）ａｎｄｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｏｍａｉｎ（ｄ）

　　由于自身属性限制，复Ｇａｕｓｓ小波函数不能从

根本上消除频域旁瓣对重建效果的影响，为进一步

讨论频域旁瓣的作用，分别引入复Ｍｏｒｌｅｔ小波
［１５，２１］

和 Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ小波
［１２，１６］进行重建实验。

图１０为复 Ｍｏｒｌｅｔ小波和 Ｍｅｘｉａｎｈａｔ小波的

空域和频域分布图。由图可以看出，这两种小波函

数不仅在空域有一定的震荡性和紧支性［图１０（ａ）

和图１０（ｃ）］，而且复 Ｍｏｒｌｅｔ小波在频域［图１０（ｂ）］

具有理想的单脉冲，Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ小波［图１０（ｄ）］在

正负半轴亦无频率旁瓣。重建过程没有了小波函数

频域旁瓣干扰，其脉冲表现即可保证在相位重建问

题上有较好的匹配效果。图１１为复 Ｍｏｒｌｅｔ小波和

Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ小波对碟状物（图７）的重建效果图

［图１１（ａ）和图 １１（ｃ）］和第 ４４６ 行相位分布图

［图１１（ｂ）和图 １１（ｄ）］。由于复 Ｍｏｒｌｅｔ小波和

Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ小波均消除了频域旁瓣的影响，因此这

两种 小 波 在 重 建 细 节 表 现 方 面 ［图１１（ｂ）和
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图１１（ｄ）］优于复Ｇａｕｓｓ系列小波（图９）。该结果进

一步验证了复 Ｇａｕｓｓ小波在理论分析和实验结论

的正确性，也即是：小波函数的频域旁瓣对三维重建

效果有干扰作用，频域旁瓣愈小，其影响作用愈小。

图１１ Ｍｏｒｌｅｔ小波相位重建分布图（ａ）和第４４６行相位分布图（ｂ），Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ小波相位重建

分布图（ｃ）和第４４６行相位分布图（ｄ）

Ｆｉｇ．１１ Ｐｈａｓｅｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ（ａ）ａｎｄｉｔ′ｓ４４６ｔｈｒｏｗｐｈａｓｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ（ｂ）ｂｙｕｓｉｎｇｃｏｍｐｌｅｘＭｏｒｌｅｔｗａｖｅｌｅｔ

ｔｒａｎｓｆｏｒｍ，ｐｈａｓｅｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ（ｃ）ａｎｄｉｔ′ｓ４４６ｔｈｒｏｗｐｈａｓｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ（ｄ）ｂｙｕｓｉｎｇＭｅｘｉｃａｎｈａｔｗａｖｅｌｅｔｔｒａｎｓｆｏｒｍ

５　结　　论

为探讨小波函数频域旁瓣对三维重建效果的影

响，本文着重讨论了复Ｇａｕｓｓ小波在三维重建中的

应用，讨论了小波函数自身表现在实现三维重建问

题中所起的作用，分析了复Ｇａｕｓｓ系列小波在空域

和频域规律性表现，计算机模拟和实验表明，小波函

数频域旁瓣对三维重建效果具有干扰作用，旁瓣愈

小，影响作用愈小。本文研究结论有利于加深对连

续小波的变换原理的认识，对研究复Ｇａｕｓｓ小波和

其构造小波以及其他小波函数的性质具有借鉴意

义，并为未来针对不同工程方案而构造不同小波函

数的研究具有参考价值。
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