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强度传输方程和角谱迭代融合的相位检索算法

程　鸿　沈　川　张　成　张　芬　韦　穗
（安徽大学计算智能与信号处理教育部重点实验室，安徽 合肥２３００３９）

摘要　相位检索技术将光学与计算相结合，从强度测量中恢复相位，包括强度传输方程法和角谱迭代法。但前者

仅对近场相位的恢复有效，其基于相干照明的假设前提使得该方法不能直接应用于自然场景的相位检索中；而后

者具有迭代不确定性、收敛速度慢等缺点。探讨了在相干照明情况下传统强度传输方程法和角谱迭代法相融合的

相位检索算法，将该融合法进一步扩展，提出了适用于自然场景透镜模型的相位检索方法，即使用强度传输方程法

计算像平面的相位，并将该相位值作为角谱迭代的初始值，根据光路的可逆性，迭代出物面的相位信息，分别给出

了两种情况下的实验结果。
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１　引　　言

完整的光场包含了振幅（亮度）、波长（颜色）和

相位（一个波长内相位等同于深度）等信息。统计表

明大约７５％的信息在相位项中，但是光场的振荡频

率接近１０１５ Ｈｚ时，现有的光学探测仪器不能直接

记录光场的相位［１］。相位检索技术是指利用测量到

的强度信息通过计算的方法得到相位，为全息显

示［２］、光场重构进而实现三维（３Ｄ）显示提供所需要

的数据信息，是现代光学发展的一个重要研究领域。

目前，迭代法和强度传输方程（ＴＩＥ）法是两类

典型的非干涉相位检索技术。迭代法中的经典算法

是ＧｅｒｃｈｂｅｒｇＳａｘｔｏｎ（ＧＳ）法
［３］，随后，出现了包括

０６０９００１１
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错误减少算法［４］、混合输入输出法、梯度搜索算

法［５］、角谱迭代算法［６］等改进算法。角谱迭代算法

基本思想是用随机相位作为迭代初始相位，利用平

面角谱传播原理，在物面和像面之间反复迭代，从而

获得物面相位信息。ＴＩＥ 法最早由 Ｔｅａｇｕｅ
［７］在

１９８３年提出，可以通过格林函数法
［８］、泽尼克多项

式法［９－１０］、多重网格法［１１］以及傅里叶变换法［１２］等

求解方程从而得到相位信息。上述两类相位检索技

术都有自己的应用局限：角谱迭代法具有迭代不确

定性、收敛速度慢等缺点；而ＴＩＥ法计算速度快，对

低频部分重构有效，ＴＩＥ仅是由菲涅耳（或基尔霍

夫）积分的平方模描述的更一般的非线性方程的一

个线性逼近［１３］。适用于成像距离较小的情况，即对

于近场相位的恢复是有效的。

自然场景相位检索具有广泛的应用前景，如在

军事上，在物体形状不改变的伪装形式中，相位检索

技术可以把相位（深度）加到有限透视的景物和图像

中，给出伪装景物中的结构信息，该形状信息不随振

幅或颜色对比度而变化，并提供更好的识别。研究

有效地适用于自然场景全光场的相位检索方法具有

重要的理论意义和应用价值。可惜的是，ＴＩＥ法本

质上是在相干照明的前提下推导出来的，不能直接

应用到含透镜成像的自然场景的相位检索中［１４］。

本文探讨了相干照明情况下的相位检索方法，

将传统的ＴＩＥ法和角谱迭代法相结合求解相位信

息，并给出了模拟实验结果。推导了基于自然场景

透镜模型的相位检索方法，并通过搭建的光学系统

采集三幅强度图像计算了物面的相位。

２　相干照明下的融合相位检索算法

２．１　犜犐犈法

当一平面波通过试片并与试片作用后，波的前

进方向会发生改变，最后在成像平面上形成强度的

分布变化，如图１所示。这些影像波的强度分布关

系式包括了相位变化以及振幅变化的信息。

图１ 波传播示意图

Ｆｉｇ．１ Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｗａｖｅｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ

强度传输方程把物平面上波的强度和相位信息

与波传播方向上的强度变化率联系起来，将不可见

的相位变化转化成可见的强度变化，并通过观察强

度的传播来显示相位的梯度，如下式所示：

－犽
犐（狓，狔，狕）

狕
＝ !· 犐狓，狔，（ ）狕 !φ 狓，狔，（ ）［ ］狕 ，

（１）

式中犽＝２π／λ，λ表示波长，犐和φ分别代表相干光场

的强度和相位。因此，可以利用记录不同成像平面上

的强度分布，由ＴＩＥ解得相位信息。强度的偏导数

犐（狓，狔，狕）／狕的计算是个重要问题，通常情况下，

光强变化可以利用两个临近平面上散焦图像强度的

有限差分近似替代，同时误差降到了距离的二

阶［１５］，即

犐（狓，狔，狕）

狕
≈

犐（狓，狔，狕＋Δ狕）－犐（狓，狔，狕－Δ狕）

２Δ狕
． （２）

Ａｌｌｅｎ等
［１６］提出可以使用傅里叶算子分步计算得到

方程的解。设

!

２

ψ＝－犽
犐

狕
， （３）

对任意函数犳（狓，狔），其傅里叶性质可描述为

!犳（狓，狔）＝ｉ狓犉
－１
狇狓犉犳（狓，狔［ ］）＋ｉ狔犉

－１
狇狔犉犳（狓，狔［ ］），

（４）

!

２
犳（狓，狔）＝－犉

－１
狇
２
狓＋狇

２（ ）狔 犉犳（狓，狔［ ］），（５）

式中狓和狔分别表示狓和狔方向的单位矢量，狇狓和狇狔

分别表示傅里叶空间对应狓和狔 的变量，犉（）· 和

犉－１（）· 分别对应傅里叶变换和逆傅里叶变换。结合

（３）式和（５）式得

ψ（狓，狔，狕）＝犉
－１（狇

２
狓＋狇

２
狔）犉犽

犐（狓，狔，狕）

［ ］狕
．（６）

再次使用傅里叶性质解得相位的值，可表示为

φ（狓，狔，狕）＝－犉
－１ （狇

２
狓＋狇

２
狔）
－［ ］１ ·

犉－１ !

［犐－１（狓，狔，狕）!ψ（狓，狔，狕｛ ｝）］． （７）

２．２　角谱迭代法

假设物面和像面之间的光场变换关系服从标量

衍射理论，根据平面角谱传播理论，利用角谱传递函

数可以构建物面和像面光场之间的正向和逆向衍射

计算过程。那么，物面光场犝ｏ（狓，狔）和像面光场

犝犱（狓，狔）之间满足如下关系：

犝犱（狓２，狔２）＝犉
－１ 犉犝０（狓１，狔１）犎（犳狓

犼
，犳狔犼［ ］｛ ｝） ，

（８）

式中

犎（犳狓
犼
，犳狔犼）＝ｅｘｐｉ犽犱 （１－（λ犳狓

犼
）２－（λ犳狔犼）槡［ ］２
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为角谱传播的传递函数，犳狓
犼
＝
犿

Δ犔
，犳狔犼 ＝

狀

Δ犔
（犿，狀

为采样点数，犿，狀＝－犖／２，－犖／２＋１，…，犖／２－１，

犖为采样总数），犱为物面与像面之间的距离（犱为正

时表示正向衍射传播过程，反之表示逆向衍射传播

过程），Δ犔为计算宽度。角谱迭代算法的主要思想

是：选取随机相位作为物面波的初始相位，正向传播

得到像面的复振幅，接着用测量得到的强度替换计

算值，逆向传播得到物面波的复振幅，同样用测量得

到的强度替换计算值，再正向传播，反复迭代，直到

定义的误差达到预先设定的精度或者设定的最大迭

代次数为止。

２．３　融合相位检索算法

在第１节中提到，上述两类相位检索技术都有

自己的应用局限。因此，在相干照明下，可以将两者

有效地结合在一起，即先利用 ＴＩＥ算法计算出相

位，并作为角谱迭代算法的初始值，然后再使用角谱

迭代恢复该区域的相位，降低迭代时间，提高算法精

度。下面把这种方法简称为融合法。具体算法步骤

如下：

给定一幅聚焦平面强度图像犐犳，两幅与聚焦平

面相同距离Δ狕的散焦图像犐－Δ狕 和犐Δ狕，相干光波长

λ，传播距离犱，物面的强度犐０。

１）用（２）式计算强度微分犐（狓，狔，狕）／狕；

２）用（６）式计算ψ（狓，狔，狕）；

３）利用（４）所示式的傅里叶性质计算!ψ（狓，狔，

狕）；

４）利用（４）、（５）式所示的傅里叶性质计算

! 犐－１犳 （狓，狔，狕）!ψ（狓，狔，狕［ ］）；

５）用（７）式计算初始相位φ０；

６）以相位φ０ 作为物面波的初始相位分布，结

合已知的犐０，得到初始的复振幅犝０＝犐０ｅｘｐ（ｉφ０）；

７）用（８）式对犝０ 进行正向的角谱传播，得到聚

焦面上的复振幅犝犱＝犐犱ｅｘｐ（ｉφ犱）；

８）保留相位φ犱，把振幅犐犱 变换成已知的聚焦

面的 强 度犐犳，即 新 的 像 面 波 函 数 变 为 犝′犱＝

犐犳ｅｘｐ（ｉφ犱）；

９）用（８）式对犝′犱进行逆向的角谱传播，计算得

到物面上的复振幅犝′０＝犐′０ｅｘｐ（ｉφ）；

１０）保留相位φ不变，将振幅犐′０变换为犐０，即复

振幅变为犝′０＝犐０ｅｘｐ（ｉφ），作为下一个迭代循环的

初始物波函数，反复迭代，直到定义的误差达到预先

设定的精度或者设定的最大迭代次数为止。

输出物面相位φ。

模拟实验中图像大小为１２８ｐｉｘｅｌ×１２８ｐｉｘｅｌ，

物体的强度犐和相位φ设置为

犐＝０．１＋０．０２ｒａｎｄ狓，（ ）狔 －０．［ ］５

φ＝ｃｏｓ１０００π（ ）狓 ＋ｃｏｓ４０００π（ ）｛ 狔
， （９）

式中１≤狓≤１２８，１≤狔≤１２８，ｒａｎｄ（·）表示随机函

数。模似得到的结果如图２所示。

图２ 物平面的（ａ）强度和（ｂ）相位分布

Ｆｉｇ．２ （ａ）Ｉｎｔｅｎｓｉｔｙａｎｄ（ｂ）ｐｈａｓｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ

ａｔｏｂｊｅｃｔｐｌａｎｅ

根据光传播公式模拟欠焦、聚焦和过焦面上的

强度图像［１６］。传播距离犱＝０．２ｍｍ，此时，ＴＩＥ法、

角谱迭代法以及融合法的相位检索结果如图３所

示。为了更好地说明融合算法的优越性，令第犽次

迭代得到的像面的光强计算值为犐犽１，真实测量值为

犐１，则该次迭代的强度误差（ＳＳＥ）描述为犈＝∑
犐犽１－犐（ ）１

２／∑（犐１）
２，对应的误差曲线如图４所示，

其中横坐标是迭代次数（本次实验迭代次数等于

图３ 不同方法的相位检索结果

Ｆｉｇ．３ Ｐｈａｓｅｒｅｔｒｉｅｖａｌｒｅｓｕｌｔｓｕｓｉｎｇｄｉｆｆｅｒｅｎｔａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

图４ 强度误差曲线图

Ｆｉｇ．４ Ｅｒｒｏｒｃｕｒｖｅｓｏｆｉｎｔｅｎｓｉｔｙ
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１００），纵坐标是误差值。可以看出，无论是收敛速度

还是误差值，融合法都优于单独的角谱迭代法。

定义计算出的相位为φｒ，原始相位为φ，相对均

方根（ＲＭＳ）误差计算公式如下：

φＲＭＳｅｒｒｏｒ＝１００×
∑ φｒ－（ ）φ

２

∑φ槡 ２
％． （１０）

各种方法计算结果的ＲＭＳ如表１所示。

表１ 相对均方根误差

Ｔａｂｌｅ１ＲＭＳｅｒｒｏｒ

Ｄｉｓｔａｎｃｅ

犱／ｍｍ
ＲＭＳｅｒｒｏｒ

０．２
ＴＩＥ

Ａｎｇｕｌａｒｓｐｅｃｔｒｕｍ

ｉｔｅｒａｔｉｖｅ

Ｃｏｎｖｅｒｇｅｄ

ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

２．０２５９％ ５１．４７３０％ ２．０１０１％

３　自然场景中的融合相位检索算法

图５ 含透镜的光传播示意图

Ｆｉｇ．５ Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｌｉｇｈｔｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎｗｉｔｈｌｅｎｓ

自然场景光源本身具有非相干的特性，与传统

ＴＩＥ所基于的相干假设前提不符合。文献［１７］指出

即使在空间非相干的情况下，聚焦平面位置上的

ＴＩＥ依然是成立的，本文不再讨论。另一方面，在自

然光条件下成像通常需要应用透镜聚光，因此必须

考虑透镜的相位调制作用，示意图如图５所示。假

设物体放置在离透镜距离为犚的位置上，其波振面

的复振幅用犝０（狓，狔）＝犐０ｅｘｐ（ｉφ０）表示，透镜前后

波振面的复振幅分别用犝犾（狓，狔）＝犐犾ｅｘｐ（ｉφ犾）和

犝′犾（狓，狔）＝犐′犾ｅｘｐ（ｉφ′犾）表示。根据透镜相位变换特

性，两者之间应满足［１８］

犝′犾（狓，狔）＝犝犾（狓，狔）犘（狓，狔）ｅｘｐ－ｉ
犽
２犳
（狓２＋狔

２［ ］），
（１１）

式中 犘（狓，狔）表示透镜的光瞳函数，犘（狓，狔）＝

１，ｉｎｎｅｒ

０，｛ ｏｕｔｅｒ
。中心成像平面离透镜距离狏处及与中

心像平面距离分别为－Δ狕、Δ狕的像平面的复振幅分

别对应描述成犝狏（狓，狔）、犝－Δ狕（狓，狔）和犝Δ狕（狓，狔）。

根据自由空间光的传播原理，犝－Δ狕 和犝Δ狕 与

犝狏（狓，狔）之间分别满足菲涅耳积分公式。文献［１３］

中指出，菲涅耳积分可以写成一个收敛指数序列的

形式。在近场情况下，指数序列可以近似用前两阶

表示为

犝－Δ狕 ≈ｅｘｐ（－ｉ犽Δ狕）犝狏（狓，狔）＋

－ｉλΔ狕ｅｘｐ（－ｉ犽Δ狕）

４π
!

２犝狏（狓，狔），（１２）

犝Δ狕 ≈ｅｘｐ（ｉ犽Δ狕）犝狏（狓，狔）＋

ｉλΔ狕ｅｘｐ（ｉ犽Δ狕）

４π
!

２犝狏（狓，狔）． （１３）

由此推导出三个强度平面之间满足的ＴＩＥ形式为

!· 犐狏 !φ（ ）狏 ≈
犽

Δ狕
犐－Δ狕－犐（ ）狏 ， （１４）

－!· 犐狏 !φ（ ）狏 ≈
犽

Δ狕
犐Δ狕－犐（ ）狏 ． （１５）

将（１４）、（１５）式相加整理得

－!· 犐狏 !φ（ ）狏 ≈
犽
２Δ狕

犐Δ狕－犐－Δ（ ）狕 ． （１６）

　　利用三个平面的强度信息结合（１６）式即可求解

得到中心像平面的相位信息φ狏。根据光路的可逆

性，逆向求解物面的相位。

１）以φ狏 作为初始相位分布，结合已知的犐狏，得

到初始的像平面复振幅犝狏＝犐狏ｅｘｐ（ｉφ狏）；

２）根据光传播公式逆向传播距离狏近似得到

透镜后的强度信息犐′犾；

３）根据角谱迭代的算法步骤，求解透镜后的相

位φ′；

４）利用（１１）式计算透镜前的相位φ犾；

５）使用步骤２）逆向传播距离犚近似得到物平

面的强度信息犐０；

６）使用步骤２）逆向传播距离犚近似得到物平

面的相位φ０。

搭建了单ＣＣＤ图像数据采集光学平台系统，如

图６所示。相机镜头在实验中起聚焦作用，ＩＭＢ

１４７ＦＴＣＣＤ摄像机用来实时捕捉聚焦和散焦平面

图像，带有液晶显示屏的Ｎ５５４６２高精度平移台可

以方便地读出测微计前后移动的距离，分辨率为

０．００１ｍｍ。实验中，将物体放置在相机镜头前方

犚＝５００ｍｍ处，同时调整镜头焦距和平移台位置，

０６０９００１４
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直到ＣＣＤ上成较为清晰的像（以前方的物体作为参

照），此 时 透 镜 焦 距 犳＝８９．１ ｍｍ，像 距 狏＝

７５．６ｍｍ，将该位置定为中心平面位置（狕＝０）并记

录图像，接着分别前后对称移动平移台（即图像间距

Δ狕＝０．２００ｍｍ），记录两个平面（狕＝－Δ狕和狕＝

Δ狕）的图像，结果如图７所示。在自然光条件下，假

定相机的镜头组中各个透镜之间的关系可以用几何

光学很好地描述，本文将相机的镜头组抽象为一个

“复合透镜”，以满足图５建立的模型。 图６ 单ＣＣＤ图像数据采集光学平台

Ｆｉｇ．６ Ｉｍａｇｅｄａｔａａｃｑｕｉｓｉｔｉｏｎｏｐｔｉｃａｌｐｌａｔｆｏｒｍ

ｗｉｔｈａｓｉｎｇｌｅＣＣＤ

图７ 不同像平面的强度图像

Ｆｉｇ．７ Ｉｎｔｅｎｓｉｔｙｉｍａｇｅｓａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉｍａｇｉｎｇｐｌａｎｅｓ

　　利用图７中的三幅强度图像求解ＴＩＥ方程得

到中心面的相位，结果如图８（ａ）所示。依据上面给

出的算法步骤，结合角谱迭代逆向求解其他平面的

相位，分别如图８（ｂ）～（ｄ）所示。物体距离ＣＣＤ越

近颜色越深，颜色的深浅是相对的。

图８ 不同平面的相位图像

Ｆｉｇ．８ Ｐｈａｓｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｐｌａｎｅｓ

４　结　　论

将ＴＩＥ法和角谱迭代法有效地融合在一起，推

导出了相干照明成像以及自然场景成像中较为有效

的相位检索方法。重点讨论的是含透镜成像模型中

的融合算法，对于自然场景成像中多波长的处理问

题还有待进一步研究。
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