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基于最小二乘相位解包裹改进算法的研究
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摘要　已有的相位解包裹算法都只是对真实相位进行求取而忽略了相位包裹数犽值存在的意义。基于最小二乘

解包裹算法提出对犽值直接求取的算法，从而对解包裹更能准确地求出真实相位。在此基础上，提出新的解包裹

方法，不仅提高了解包裹的精度，而且减少了解包裹的时间，加快了运行速度，并通过程序验证了该算法的可行性。

为高精度、大计算量的解包裹提供了新的参考方法。
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１　引　　言

数字散斑干涉测量技术是激光技术与数字图像

处理相结合的光测方法，它具有精度高、灵敏度高、

非接触无损测量等优点［１－３］。但通过数字散斑干涉

测量相移技术直接测得的结果却是包裹相位图，其

值在［－π，π］范围内，必须经过相位解包裹来得到

真实的相位图，这样才能得到测量结果［４］。近年来，

散斑干涉二维相位解包裹算法研究发展迅速，大致

可分为三类：基于路径跟踪的算法［５］、基于最小范数

的算法［６－８］以及基于最优估计的算法［９－１０］。解包裹

算法中最常用的算法是基于最小范数算法中的最小

二乘解包裹算法［１１－１５］，对最小二乘解包裹算法求解

最常用的求解方法有迭代法、直接快速傅里叶变

换［１１－１２］和离散余弦变换［１３－１５］。直接法速度快但效

果不理想，经典的迭代法［如Ｊａｃｏｂｉ迭代法、Ｇａｕｓｓ

Ｓｅｉｄｅｌ（ＧＳ）迭代法、逐次超松弛（ＳＯＲ）迭代法等］收

敛速度慢，通常不适合用于大的数据（如６４×６４以

上）［１５］。为了寻求更加快速准确的相位解包裹方
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中　　　国　　　激　　　光

法，本文在最小二乘经典迭代法的基础上提出基于

犽值直接求取的新型迭代相位解包裹算法，并通过

程序验证了其快速性以及准确性。

２　最小二乘解相位基本原理

数字散斑干涉测量中，相干图像ψ犻，犼 是包裹的

相位函数，－π≤ψ犻，犼≤π，与之对应的真实相位为

犻，犼，并有

犻，犼 ＝ψ犻，犼＋２π犽犻，犼， （１）

式中犽犻，犼为整数，对于犕×犖个数据点的矩阵犻、犼对

应其下标，０≤犻≤犕－１，０≤犼≤犖－１。

定义狓方向和狔 方向上的包裹相位差分别为

Δ
狓
犻，犼和Δ

狔
犻，犼：

Δ
狓
犻，犼 ＝犠（ψ犻＋１，犼－ψ犻，犼）

Δ狔犻，犼 ＝犠（ψ犻，犼＋１－ψ犻，犼
烅
烄

烆 ）
， （２）

式中犠 为包裹算子，其目的是对包裹相位偏导数进

行加减２π，从而确保Δ
狓
犻，犼和Δ

狔
犻，犼位于［－π，π］之间。

最小二乘相位解包裹算法的基本思想是寻求真

实相位的偏导数和包裹相位差的差分的值最小，即

ｍｉｎ（犑）＝∑
犕－２

犻＝０
∑
犖－１

犼＝０

（犻＋１，犼－犻，犼－Δ
狓
犻，犼）

２
＋

∑
犕－２

犻＝０
∑
犖－１

犼＝０

（犻，犼＋１－犻，犼－Δ
狔
犻，犼）

２． （３）

对（３）式犻，犼求导数并令其为０，整理得泊松方程

犻＋１，犼＋犻－１，犼＋犻，犼＋１＋犻，犼－１－４犻，犼 ＝ρ犻，犼，（４）

式中

ρ犻，犼 ＝ （Δ
狓
犻，犼－Δ

狓
犻－１，犼）＋（Δ

狔
犻，犼－Δ

狔
犻，犼－１）． （５）

因为相位微分在包裹相位图像边缘是无效的，故泊

松方程的 Ｍｅｕｍａｎｎ边界条件
［１３］为

Δ
狓
－１，犼 ＝０，　Δ

狓
犕－１，犼 ＝０，　０≤犼≤犖－１

Δ狔犻，－１ ＝０，　Δ
狔
犻，犖－１ ＝０，　０≤犻≤犕－

烅
烄

烆 １
．

（６）

　　经典的解包裹的迭代方法有：

１）ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ迭代法，其迭代形式为


狀＋１
犻，犼 ＝ （

狀
犻＋１，犼＋

狀
犻，犼＋１＋

狀＋１
犻－１，犼＋

狀＋１
犻，犼－１－ρ犻，犼）／４．

（７）

　　２）ＳＯＲ迭代法，其迭代形式为


狀＋１
犻，犼 ＝

狀
犻，犼＋狑（

狀
犻＋１，犼＋

狀
犻，犼＋１＋


狀＋１
犻－１，犼＋

狀＋１
犻，犼－１－４

狀
犻，犼－ρ犻，犼）／４， （８）

式中狀为迭代次数，狑是松弛因子，这里选取最佳松

弛因子为

狑＝
２

１＋ １－［ｃｏｓ（π／狆）＋ｃｏｓ（π／狇）／２］槡
２
，（９）

式中狑一般在１到２之间，狆和狇分别为狓方向和狔

方向的网格数。

３　改进的最小二乘相位解包裹

３．１　对经典迭代算法的改进

将（１）式代入（４）式中得

犽犻＋１，犼＋犽犻－１，犼＋犽犻，犼＋１＋犽犻，犼－１－４犽犻，犼 ＝ （ρ犻，犼＋４ψ犻，犼－ψ犻＋１，犼－ψ犻－１，犼－ψ犻，犼＋１－ψ犻，犼－１）／（２π）． （１０）

令（１０）式右边等于犪犻，犼，则

犪犻，犼 ＝ （ρ犻，犼＋４ψ犻，犼－ψ犻＋１，犼－ψ犻－１，犼－ψ犻，犼＋１－ψ犻，犼－１）／（２π）． （１１）

所以（１０）式变为

犽犻＋１，犼＋犽犻－１，犼＋犽犻，犼＋１＋犽犻，犼－１－４犽犻，犼 ＝犪犻，犼． （１２）

同样对（１２）式进行迭代运算：

ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ迭代法，其迭代形式为

犽狀＋１犻，犼 ＝ （犽
狀
犻＋１，犼＋犽

狀
犻，犼＋１＋犽

狀＋１
犻－１，犼＋犽

狀＋１
犻，犼－１－犪犻，犼）／４． （１３）

ＳＯＲ迭代法，其迭代形式为

犽狀＋１犻，犼 ＝犽
狀
犻，犼＋狑（犽

狀
犻＋１，犼＋犽

狀
犻，犼＋１＋犽

狀＋１
犻－１，犼＋犽

狀＋１
犻，犼－１－４犽

狀
犻，犼－犪犻，犼）／４． （１４）

真实相位为

犻，犼 ＝ψ犻，犼＋２πｒｏｕｎｄ（犽犻，犼）， （１５）

式中ｒｏｕｎｄ为取整运算。

３．２　新型相位解包裹算法

在经典算法的基础上改进的对犽值求取的算法

比原始迭代算法精度和速度有所提高，然而改进的

经典算法在解决大网格解包裹问题上仍然存在迭代

速度慢的问题，在此基础上这里提出新的相位解包

裹算法。

由狓方向和狔 方向上的梯度差之和最小，（３）

式变为

０５０８００５２
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ｍｉｎ（犑）＝∑
犕－２

犻＝０
∑
犖－１

犼＝０

（犻，犼－犻－１，犼－Δ
狓
犻－１，犼）

２
＋∑

犕－２

犻＝０
∑
犖－１

犼＝０

（犻，犼－犻，犼－１－Δ
狔
犻，犼－１）

２． （１６）

将（１６）式对犻，犼求导数，令其为０，整理得

２犻，犼－犻－１，犼－犻，犼－１ ＝Δ
狓
犻－１，犼＋Δ

狔
犻，犼－１． （１７）

同理将（１）式代入（１７）式中得

２犽犻，犼－犽犻－１，犼－犽犻，犼－１ ＝ （Δ
狓
犻－１，犼＋Δ

狔
犻，犼－１－２ψ犻，犼＋ψ犻－１，犼＋ψ犻，犼－１）／（２π）． （１８）

　　令（１８）式右部分为犫犻，犼，即

犫犻，犼 ＝ （Δ
狓
犻－１，犼＋Δ

狔
犻，犼－１－２ψ犻，犼＋ψ犻－１，犼＋ψ犻，犼－１）／（２π）．

（１９）

　　同样，这里服从（６）式的边界条件，则（１８）式变为

２犽犻，犼－犽犻－１，犼－犽犻，犼－１ ＝犫犻，犼． （２０）

对（２０）式进行迭代运算，其运算形式

犽狀＋１犻，犼 ＝ （犫犻，犼＋犽
狀＋１
犻－１，犼＋犽

狀＋１
犻，犼－１）／２． （２１）

真实相位通过（１５）式计算出。这里边界条件为

犽０，犼 ＝０，　犼＝０，…，犖－１

犽犻，０ ＝０，　犻＝０，…，犕－
｛ １

． （２２）

当边界不为０时，边界上不能正确解出，而实际中不

存在边界不为０的情况。

４　实验与结果分析

为了验证改进算法的性能，以犕×犖 网格大小

的相位图像为实验真实数据犻，犼用 Ｍａｔｌａｂ软件以

２倍的ｐｅａｋｓ函数编程对提出的算法进行验证。

经典算法与改进算法的无噪声实验数据如表１

和表２所示，同样也代表了噪声很小的一种情况，实

际中解包裹都是要经过滤波处理，然后解包裹，这里

这种情况也可以理解为滤波后的结果。其中，表１

是网格大小为１２８×１２８的计算解包裹的数据，表２

是网格大小为５１２×５１２的计算解包裹的数据。

表１ 经典相位解包裹算法与改进的解包裹算法用于无噪声１２８×１２８网格计算

Ｔａｂｌｅ１　Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｃｌａｓｓｉｃｐｈａｓｅｕｎｗｒａｐｐｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍａｎｄｉｍｐｒｏｖｅｄｐｈａｓｅｕｎｗｒａｐｐｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍ

ｉｎ１２８×１２８ｎｏｉｓｅｌｅｓｓｇｒｉｄｃｏｍｐｕｔｉｎｇ

Ｐｈａｓｅｕｎｗｒａｐｐｉｎｇ

ｍｅｔｈｏｄ

Ｉｔｅｒａｔｉｖｅ

ｔｈｒｅｓｈｏｌｄ

Ｎｕｍｂｅｒｏｆ

ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ

Ｕｎｗｒａｐｐｉｎｇ

ｔｉｍｅ／ｓ

Ｒｅａｌｐｈａｓｅ

ａｃｃｕｒａｃｙ
Ｍａｘ（ａｂｓ） Ｍｉｎ（ａｂｓ）

ＧＳｆｏｒ犻，犼 ０．０００１ ３０９３ ８．５１０２４９ ０．０００１ ０．５７１３ １．３×１０－６

ＧＳｆｏｒ犽犻，犼 ０．０００１ ３３９７ ９．３６５９８６ １×１０－１２ ０ ０

ＳＯＲｆｏｒ犻，犼 ０．１ ８８ ９．８１９９９６ ０．１ １．３４６２ ５．６×１０－５

ＳＯＲｆｏｒ犽犻，犼 ０．１ ８６ ９．２５６０４７ １×１０－１２ ０ ０

Ｉｍｐｒｏｖｅｄａｌｇｏｒｉｔｈｍ ０．１ ２ ０．０４９１４６ １×１０－１２ ０ ０

表２ 经典相位解包裹算法与改进的解包裹算法用于无噪声５１２×５１２网格计算

Ｔａｂｌｅ２　Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｃｌａｓｓｉｃｐｈａｓｅｕｎｗｒａｐｐｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍａｎｄｉｍｐｒｏｖｅｄｐｈａｓｅｕｎｗｒａｐｐｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍ

ｉｎ５１２×５１２ｎｏｉｓｅｌｅｓｓｇｒｉｄｃｏｍｐｕｔｉｎｇ

Ｐｈａｓｅｕｎｗｒａｐｐｉｎｇ

ｍｅｔｈｏｄ

Ｉｔｅｒａｔｉｖｅ

ｔｈｒｅｓｈｏｌｄ

Ｎｕｍｂｅｒｏｆ

ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ

Ｕｎｗｒａｐｐｉｎｇ

ｔｉｍｅ／ｓ

Ｒｅａｌｐｈａｓｅ

ａｃｃｕｒａｃｙ
Ｍａｘ（ａｂｓ） Ｍｉｎ（ａｂｓ）

ＧＳｆｏｒ犻，犼 ０．００１ ３６８９ ３３１．３１４８ ０．００１ ５．６２７７ １．６×１０－６

ＳＯＲｆｏｒ犻，犼 ０．１ ３６２ ３３９．２９０９ ０．１ １．２７８０ ７．０×１０－７

Ｉｍｐｒｏｖｅｄａｌｇｏｒｉｔｈｍ ０．１ ２ ０．５６３２３３ １×１０－１２ ０ ０

　　表１中 Ｍａｘ（ａｂｓ）、Ｍｉｎ（ａｂｓ）分别为原始相位

和解包裹得到的相位差值绝对值的最大值和最小

值。表２中迭代阈值为能够准确解出包裹的最小迭

代阈值，迭代次数为能够准确解出包裹的最小迭代

次数。

由于不同的算法对迭代阈值的设定不一样，实

验中同种算法对犻，犼和对犽犻，犼的迭代阈值设定相同。

从表１可以看出同种算法设置的迭代阈值一样时，

对犽犻，犼计算得到的真实相位的精度明显比对犻，犼 计

算的精度高，而且对犽的计算得到的真实相位误差

趋于０，对犻，犼计算的误差较大，并且时间上相差不

大。从表中可以明显看出改进后的算法更加实用于

高精度解包裹计算。

由于对犽值的计算最后都要通过取整运算，故

对犽值的迭代中犽值的迭代阈值精度要求不高，这

里犽值的迭代阈值精度取能够正确计算出真实相位

的最小迭代阈值精度即可。

由（１）式可知，经典算法对犻，犼 的计算精度取决
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于迭代精度，而对犽值的计算得到的真实相位的精

度取决于包裹相位的精度，对犽值的计算最后取整，

对解包裹运算的精度没有影响。这里包裹相位ψ犻，犼

的精度取１×１０
－１２，从而用犽值计算出的相位值的

精度也是１×１０
－１２。

从表２可以看出随着网格的增加，经典迭代直

接对犻，犼解包裹运算的速度变得很慢，而且存在误

差。而提出的相位解包裹算法迭代速度快，计算出

的相位甚至能够与原相位相等。从表１～２可以看

出，新算法随着网格数的增加，其优势越来越明显，

即速度快误差小。

加入０．５倍的正态分布的随机噪声噪声后，对

１２８×１２８网格直接进行解包裹，实验数据如表３［随

机噪声ｒａｎｄｎ（犕，犖）的状态为０］，实验结果如图１

所示，其中，真实相位图如图１（ａ），对真实相位犻，犼

进行包裹运算的包裹相位图如图１（ｂ），用ＧＳ算法

对犻，犼解包裹如图１（ｃ），用ＧＳ算法对犽犻，犼计算解包

裹如图１（ｄ），用ＳＯＲ算法对犻，犼解包裹如图１（ｅ），

用ＳＯＲ算法对犽犻，犼计算解包裹如图１（ｆ），所提出的

算法解包裹如图１（ｇ）。

表３ 经典相位解包裹算法与改进的解包裹算法用于噪声１２８×１２８网格计算

Ｔａｂｌｅ３　Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｃｌａｓｓｉｃｐｈａｓｅｕｎｗｒａｐｐｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍａｎｄｉｍｐｒｏｖｅｄｐｈａｓｅｕｎｗｒａｐｐｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍ

ｉｎ１２８×１２８ｎｏｉｓｅｇｒｉｄｃｏｍｐｕｔｉｎｇ

Ｐｈａｓｅｕｎｗｒａｐｐｉｎｇ

ｍｅｔｈｏｄ

Ｉｔｅｒａｔｉｖｅ

ｔｈｒｅｓｈｏｌｄ

Ｎｕｍｂｅｒｏｆ

ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ

Ｕｎｗｒａｐｐｉｎｇ

ｔｉｍｅ／ｓ

Ｒｅａｌｐｈａｓｅ

ａｃｃｕｒａｃｙ
Ｍａｘ（ａｂｓ） Ｍｉｎ（ａｂｓ）

ＧＳｆｏｒ犻，犼 ０．０００１ ３０９０ ９．７８５４２６ ０．０００１ ２．０３１９ ２．８×１０－５

ＧＳｆｏｒ犽犻，犼 ０．０００１ ３３８９ ９．４３１６１０ １×１０－１２ １．８９９４ ２．２×１０－５

ＳＯＲｆｏｒ犻，犼 ０．１ １３０ １４．６９４０５０ ０．１ ２．０１９４ ９．２×１０－５

ＳＯＲｆｏｒ犽犻，犼 ０．１ ９５ ７．９１３６５２ １×１０－１２ １．８９９４ ２．２×１０－５

Ｉｍｐｒｏｖｅｄａｌｇｏｒｉｔｈｍ ０．１ ２ ０．０４８６９３ １×１０－１２ １．８９９４ ２．２×１０－５

图１ 含噪声数据的几种相位解包裹的结果比较

Ｆｉｇ．１ Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｓｅｖｅｒａｌｐｈａｓｅｕｎｗｒａｐｐｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｆｏｒｎｏｉｓｙｄａｔａ
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　　从表３和图１可以看出，对相位加噪声后，对

犻，犼迭代解包裹算法存在的误差比对犽犻，犼迭代的误差

大，而这里提出的算法能达到误差小，并且在时间

上，速度更快。

当相位噪声比较严重时，通过加入１．５倍的正

态分布的随机噪声，经过中值滤波以后用提出的算

法对网格大小为１０２４×１０２４的相位解包裹，结果如

图２所示。

图２ 网格大小为１０２４×１０２４的含噪声数据相位解包裹三维图

Ｆｉｇ．２ Ｐｈａｓｅｕｎｗｒａｐｐｉｎｇ３Ｄｆｉｇｕｒｅｓｉｎ１０２４×１０２４ｇｒｉｄｃｏｍｐｕｔｉｎｇｆｏｒｎｏｉｓｙｄａｔａ

　　经典的相位解包裹算法由于迭代速度较慢而不

适合对网格大于６４×６４的相位解包裹运算
［１５］，而提

出的迭代算法能够适合计算量较大，网格大小为

１０２４×１０２４的相位解包裹运算。提出的新型相位解

包裹算法能够正确地解出真实相位，并且其解包裹的

时间只用４．０ｓ。而经典解包裹算法对１０２４×１０２４

网格的计算时间在６０ｍｉｎ左右。由此可见提出的相

位解包裹算法能够准确、快速地解出真实相位。

５　结　　论

在相位解包裹中直接求取相位包裹数犽值的这

种方法，其最大的优点是犽值最后都通过取整运算，

故对犽值的计算精度不需要很高，能够完整解出真

实相位即可，从而加快了迭代的速度。而且对犽值

的求取不影响真实相位的精度，真实相位的精度取

决于包裹相位的精度，对犽值的计算大大降低了由

计算引起的误差的影响。本文从无噪声信号（即实

际解 包 裹 中 的 滤 波 处 理 后 信 号）、一 般 噪 声

０．５ｒａｎｄｎ（犕，犖）、严重噪声１．５ｒａｎｄｎ（犕，犖）（需

按通常方法先滤波处理）等几方面进行实验，验证了

提出的相位解包裹算法，特别对大计算量的解包裹

运算，能快速、准确地解出。
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