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摘要　提出了一种基于星点像的环形光瞳快速相位复原方法。推导了环形光瞳点扩展函数的解析计算公式，将其

表示为多项式的线性组合，多项式的系数即为光瞳相位分布的环形Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式展开系数。将该公式用于计算

环形光瞳相位复原中的目标函数及其梯度，避免了常用相位复原方法中所需的傅里叶变换和有限差分运算，大幅

降低了相位复原过程中的运算量。利用数值模拟和相位复原实验对所提方法的有效性进行了验证，实验结果表

明，该方法能够有效提高环形光瞳相位复原的速度。
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１　引　　言

相位复原技术是波前探测的重要手段之一，与

波前干涉和波前传感技术相比，具有结构简单、易于

实现等优点［１－４］。相位复原本质上属于反问题，通

常需要采用数值方法进行求解。参数搜索法通过将

相位复原问题转换为参数空间的变量搜索问题进行

求解，是较常用的复原算法之一［５－７］。

基于星点像的相位复原通过星点像强度分布反

演光学系统光瞳相位分布［８］。在复原过程中，为了

确定搜索方向以及判断是否满足结束条件，需要反

复计算目标函数及其梯度，而目标函数及其梯度的

计算通常包含傅里叶变换以及数值差分等运算量较

大的数值运算，影响了相位复原的运算速度。若能

在相位复原中引入星点像或点扩展函数的解析计算

公式，避免这些运算量大的数值运算，必然能够提高

相位复原的速度。

２０世纪４０年代，Ｎｉｊｂｏｅｒ
［９］提出了像差条件下

点扩展函数的解析计算公式，将点扩展函数的复振

０４０８００２１
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幅分布表示为多项式的线性组合。２１世纪初，

Ｄｉｒｋｓｅｎ等
［１０－１１］在 Ｎｉｊｂｏｅｒ

［９］的研究基础上进行了

改进，提出了适用于更大离焦量和更大数值孔径条

件的点扩展函数解析计算公式。

本文提出一种基于星点像的环形光瞳快速相位

复原方法，复原过程中无需傅里叶变换和数值差分

运算，能够有效减少复原过程中的运算量，提高相位

复原速度。推导了环形光瞳光学系统的复振幅点扩

展函数的解析计算公式，并将该公式用于基于星点

像的环形光瞳相位复原中，得到相位复原所需的目

标函数及其梯度的解析计算公式，用于环形光瞳的

快速相位复原。最后通过数值模拟和实验验证本文

提出的环形光瞳快速相位复原方法。

２　环状光瞳系统复振幅点扩展函数

根据衍射积分公式，环形光瞳系统的复振幅点

扩展函数犝 可表示为
［１２］

犝 狓，狔；ε，（ ）犳 ＝犝 狉，；ε，（ ）犳 ＝∫
１

ε
∫
２π

０

ｅｘｐｉρ
２（ ）犳ｅｘｐｉΦ（ρ，θ［ ］）ｅｘｐｉ２πρ狉（θ－［ ］）ρｄρｄθ， （１）

式中 （ρ，θ）和（狉，）为正则归一化光瞳面直角坐标（ν，μ）和像面直角坐标（狓，狔）对应的极坐标，ε为光学系统

的线性遮拦比，犳 为正则化离焦量，Φ（ρ，θ）为光瞳面相位分布。当 Φ（ρ，θ）较小时，可对（１）式中的

ｅｘｐｉΦ（ρ，θ［ ］）项进行泰勒级数展开，并舍去高次项，可得

犝（狉，；ε，犳）≈∫
１

ε
∫
２π

０

ｅｘｐｉρ
２（ ）犳 １＋ｉΦρ，（ ）［ ］θ ｅｘｐｉ２πρ狉θ－（ ）［ ］ ρｄρｄθ． （２）

　　对于环形光瞳，Φ（ρ，θ）可以分解为环形Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式犃
犿
狀（ρ，θ；ε）的线性组合，表示为

Φ（ρ，θ）＝∑
狀，犿

α
犿
狀犃

犿
狀（ρ，θ；ε）＝∑

狀，犿

α
犿
狀犚

犿
狀（ρ，ε）Θ（犿，θ）， （３）

式中α
犿
狀 为环形Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式展开系数，犚

犿
狀（ρ，ε）为环形Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式的径向部分，Θ（犿，θ）为角向部分。

将（３）式代入（２）式可得

犝（狉，；ε，犳）≈２犢
０
０（狉，犳；ε）＋２ｉ∑

狀，犿

ｉ犿α
犿
狀犢

犿
狀（狉，犳；ε）Θ（犿，）， （４）

犢犿狀（狉，犳；ε）＝∫
１

ε

ρｅｘｐ（ｉρ
２
犳）犚

犿
狀（ρ，ε）Ｊ犿（２πρ狉）ｄρ， （５）

式中Ｊ犿（·）为犿阶贝塞尔函数。

根据环形Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式的定义可知，径向多项式犚犿狀（ρ，ε）是以ρ为变量的多项式，是ρ
狀，ρ

狀－２，…，ρ
犿 等

项的线性组合，即

犚犿狀 ρ，（ ）ε ＝ ∑
（狀－犿）／２

犼＝０

犮犿狀－２犼ρ
狀－２犼， （６）

式中系数犮犿狀－２犼为以ε为变量的函数。

将（６）式代入（５）式可得

犢犿狀（狉，犳；ε）＝ ∑
（狀－犿）／２

犼＝０

犮犿狀－２犼∫
１

ε

ρ
（狀－２犼）＋１ｅｘｐｉρ

２（ ）犳Ｊ犿（２πρ狉）ｄρ＝ ∑
（狀－犿）／２

犼＝０

犮犿狀－２犼犠
犿
狀－２犼（狉，犳；ε）． （７）

由定积分的性质可知

犠犿
狀 狉，犳；（ ）ε ＝犜

犿
狀 狉，（ ）犳 －ε

狀＋２犜犿狀 狉ε，犳ε（ ）２ ， （８）

式中

犜犿狀 狉，（ ）犳 ＝∫
１

０

ρ
狀＋１ｅｘｐｉρ

２（ ）犳Ｊ犿 ２πρ（ ）狉 ｄρ． （９）

根据文献［１３］可知，犜犿狀（狉，犳）可以利用贝塞尔多项式表示为

犜犿狀 狉，（ ）犳 ＝∫
１

０

ρ
狀＋１ｅｘｐｉρ

２（ ）犳Ｊ犿 ２πρ（ ）狉 ｄρ＝ｅｘｐ（ｉ犳）∑
!

犾＝１

－２ｉ（ ）犳
犾－１

∑
狆

犼＝０

狋犾犼
Ｊ犿＋犾＋２犼（２π狉）

（２π狉）
犾
， （１０）

式中系数狋犾犼可表示为

０４０８００２２
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狋犾犼 ＝（－１）
犼犿＋犾＋２犼
狇＋１

狆（）犼
犿＋犼＋犾－１

犾－（ ）１
／
狇＋犾＋犼

狇＋（ ）１
， （１１）

狆＝ 狀－（ ）犿 ／２，　狇＝ 狀＋（ ）犿 ／２． （１２）

由（５）～（１２）式可以得到犢
犿
狀（狉，犳；ε）：

犢犿狀 狉，犳；（ ）ε ＝ ∑
（狀－犿）／２

犼＝０

犮犿狀－２犼犠
犿
狀－２犼 狉，犳；（ ）ε ＝ ∑

（狀－犿）／２

犼＝０

犮犿狀－２犼 犜
犿
狀 狉，（ ）犳 －ε

狀＋２犜犿狀 狉ε，犳ε（ ）［ ］２ ． （１３）

表１列出了对应于前９项环形Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式的犢犿狀（狉，犳；ε）的表达式，其余表达式可以同理推出。

表１ 环形Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式及对应的犢犿狀（狉，犳；ε）

Ｔａｂｌｅ１　ＡｎｎｕｌａｒＺｅｒｎｉｋｅｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓａｎｄｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ犢
犿
狀（狉，犳；ε）

　　综上所述，环形光瞳系统的复振幅点扩展函数为

犝（狉，；ε，犳）＝２犢
０
０ 狉，犳；（ ）ε ＋２ｉ∑

狀，犿

ｉ犿α
犿
狀犢

犿
狀（狉，犳；ε）Θ（犿，）． （１４）

由（１４）式可知，可以利用多项式犢犿狀 狉，犳；（ ）εΘ 犿，（ ） 的线性组合来表示环形光瞳系统的复振幅点扩展函数，

其系数恰为系统光瞳相位分布的环形Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式展开系数。根据复振幅点扩展函数，则环形光瞳系统

强度点扩展函数为

犐（狉，；犳）＝ ２犢００ 狉，犳；（ ）ε ＋２ｉ∑
狀，犿

ｉ犿α
犿
狀犢

犿
狀 狉，犳；（ ）εΘ 犿，（ ）

２

． （１５）

３　环形光瞳相位复原

基于星点像的相位复原通过探测器获取光学系统一个或多个像面处星点像的强度分布，利用复原算法

得到光学系统光瞳面的相位分布。在复原过程中，通常采用光学系统光瞳相位的Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式展开系数

作为优化变量，建立目标函数后，利用最优化算法寻找使目标函数达到极值的优化变量值。

在基于星点像的相位复原中，常用的目标函数为

０４０８００２３
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犈（犪）＝∑
犼
∑
狉，

犠犼 狉，（ ） 犐犼，犿 狉，（ ） －犐犼，狉 狉，；（ ）犪 ２， （１６）

式中犪为光瞳相位分布的Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式展开系数，犠犼 狉，（ ） 为权重因子，犐犼，犿（狉，）为测量得到的第犼个像

面处的星点像强度，犐犼，狉 狉，；（ ）犪 为根据犪值计算得到的第犼个像面处星点像强度。

当成像所用星点目标的尺寸可以忽略时，像面处得到的星点像强度分布即为光学系统的强度点扩展函

数，目标函数中的犐犼，狉 狉，；（ ）犪 可以利用（１）式计算得到，因此在常用相位复原算法中，目标函数为

犈（犪）＝∑
犼
∑
狉，

犠犼 狉，（ ） 犐犼，犿 狉，（ ） － 犉ｅｘｐｉ∑
狀，犿

α
犿
狀犚

犿
狀 ρ，（ ）εΘ 犿，（ ）［ ］｛ ｝θ

２ ２

． （１７）

　　目标函数的梯度可以采用数值差分计算，也可以利用Ｆｉｅｎｕｐ提出的梯度公式进行计算，仍需进行傅里

叶变换运算［１４］。这些数值运算计算量较大，将严重影响相位复原的运算速度。为了解决此问题，利用第２

节中得到的环形光瞳点扩展函数解析计算公式（１５）式计算目标函数中的犐犼，狉 狉，；（ ）犪 ，可得目标函数为

犈＝∑
犼
∑
狉，

犠犼 狉，（ ） 犐犼，犿 狉，（ ）φ － ２犢００ 狉，犳犼；（ ）ε ＋２ｉ∑
狀，犿

犻犿α
犿
狀犢

犿
狀 狉，犳犼；（ ）εΘ 犿，（ ）

２ ２
， （１８）

式中犳犼表示第犼个像面对应的正则化离焦量。

对（１８）式求导，可直接得到目标函数的梯度为

犈

α
犿
狀

＝－∑
犼
∑
狉，

４犠犼 狉，（ ）Θ 犿，（ ） 犐犼，犿 狉，；犳（ ）犼 － ２犢００ 狉，犳；（ ）ε ＋２ｉ∑
狀，犿

ｉ犿α
犿
狀犢

犿
狀 狉，犳；（ ）εΘ 犿，（ ）［ ］｛ ｝

２

×

ｉ犿＋１犢犿狀 狉，犳犼；（ ）ε犳ｃｏｎｊ ２犢
０
０ 狉，犳；（ ）ε ＋２ｉ∑

狀，犿

ｉ犿α
犿
狀犢

犿
狀 狉，犳；（ ）εΘ 犿，（ ）［ ］｛ ＋

２犢００ 狉，犳；（ ）ε ＋２ｉ∑
狀，犿

ｉ犿α
犿
狀犢

犿
狀 狉，犳；（ ）εΘ 犿，（ ）［ ］ 犳ｃｏｎｊｉ

犿＋１犢犿狀 狉，犳犼；（ ）［ ］｝ε ， （１９）

式中符号犳ｃｏｎｊ（·）表示求共轭。

利用（１８）式计算目标函数，避免了常用相位复

原方法计算目标函数所需的傅里叶变换运算，而利

用（１９）式可以直接计算目标函数的梯度，避免了常

用相位复原方法计算梯度所需的有限差分运算或傅

里叶变换运算。目标函数及其梯度的计算公式中的

犢犿狀 狉，犳；（ ）ε 可在复原之前预先完成计算储存在计算

机中，在相位复原时直接调用，仅需通过简单的向量

求和运算即可计算得到星点像的复振幅，大幅减少

了复原过程中的运算量，缩短了计算目标函数及其

梯度所需的时间，提高了相位复原的速度。

４　数值模拟

为了验证所提出的环形光瞳快速相位复原方

法，利用 Ｍａｔｌａｂ软件模拟生成犉数为２．５，光瞳相

位分布如图１（ａ）所示的光学系统的星点图。利用

模拟生成的星点图进行相位复原，复原结果与真实

值的偏差如图１（ｂ）所示。由图中可知，复原结果的

偏差约为１０－３量级，具有较好的复原精度。

图１ （ａ）模拟的光瞳相位分布及（ｂ）相位复原误差

Ｆｉｇ．１ （ａ）Ｓｉｍｕｌａｔｅｄｗａｖｅｆｒｏｎｔｐｈａｓｅａｎｄ（ｂ）ｐｈａｓｅｒｅｔｒｉｅｖａｌｅｒｒｏｒ

　　图２为采用提出的环形光瞳快速相位复原方法

（以下简称“快速相位复原方法”）与常用相位复原方

法分别对模拟生成的星点图进行相位复原时，进行

不同迭代次数所需运行时间的对比图。由图中可

见，快速相位复原方法所需的运行时间少于常用相

位复原方法所需的运行时间，相位复原的运算速度

提高约１０倍。

在第２节的推导过程中舍去了光瞳函数泰勒级

０４０８００２４
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图２ 快速相位复原方法与常用相位复原方法

所需的运行时间比较

Ｆｉｇ．２ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｒｅｑｕｉｒｅｄｔｉｍｅｏｆｆａｓｔｐｈａｓｅ

ｒｅｔｒｉｅｖａｌｍｅｔｈｏｄａｎｄｃｏｍｍｏｎｐｈａｓｅｒｅｔｒｉｅｖａｌｍｅｔｈｏｄ

数展开的高阶项，因此当光瞳相位分布的峰谷（ＰＶ）

值增大时，利用解析计算公式计算得到的星点像强

度分布与真实强度分布的偏差增大，会导致相位复

原误差的增加。图３为不同ＰＶ值下，快速相位复

原方法与常用相位复原方法的复原结果的均方根

（ＲＭＳ）误差的对比图。由图中数据可知，当光瞳

ＰＶ值较小时，两者复原结果的ＲＭＳ值几乎相同。

随着ＰＶ值的增加，快速相位复原方法复原结果的

ＲＭＳ值逐渐增大。

图３ 不同ＰＶ值下快速相位复原方法与常用相位

复原方法的复原结果比较

Ｆｉｇ．３ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆｒｅｔｒｉｅｖａｌｒｅｓｕｌｔｓｏｆｆａｓｔｐｈａｓｅ

ｒｅｔｒｉｅｖａｌ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｃｏｍｍｏｎ ｐｈａｓｅｒｅｔｒｉｅｖａｌ

　　ｍｅｔｈｏｄｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔＰＶｖａｌｕｅｓ

５　实　　验

在实验室中搭建实验光路，采集环形光瞳光学

系统的星点图，开展相位复原实验，进行实验验证。

整个实验光路包括平行光管、待测光学系统、显微物

镜、ＣＣＤ相机以及高精度运动平台等，实验场景如

图４所示（由于光路较长，因此图中未包含平行光

管）。平行光管的焦距为３０００ｍｍ，工作波长为

６３２．８ ｎｍ。待 测 环 形 光 瞳 光 学 系 统 焦 距 为

１０００ｍｍ，犉数为１０，线性遮拦比为０．４。显微物镜

对待测光学系统所成的星点像进行放大，其放大倍

率经过标定后为２０．４１。所用ＣＣＤ相机输出位数

为１６位，工作时致冷到－１０℃。高精度运动平台

能够带动显微物镜和ＣＣＤ相机整体移动，同时配有

高精度编码器，能够有效保证位移精度。

图４ 实验装置图

Ｆｉｇ．４ Ｉｎｓｔｒｕｍｅｎｔａｒｒａｎｇｅｍｅｎｔ

在待测光学系统的焦面处采集１０幅星点图像

后，再移至离焦５０μｍ的像面处采集１０幅离焦星

点图像，并对这两个像面位置处获取的星点图像进

行平均，结果如图５所示，其中（ａ）为焦面处的星点

图像，（ｂ）为离焦５０μｍ处的星点图像。

图５ 实验中相机拍摄的（ａ）焦面处和

（ｂ）离焦面的星点像

Ｆｉｇ．５ Ｃａｐｔｕｒｅｄｓｐｏｔｉｍａｇｅｓｏｎ（ａ）ｆｏｃａｌｐｌａｎｅ

ａｎｄ（ｂ）ｄｅｆｏｃｕｓｐｌａｎｅ

根据采集到的星点图像，利用快速相位复原方

法和常用相位复原方法进行相位复原。在实验中，

将前９项环形Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式系数作为优化变量，

并利用第５项至第９项的多项式系数重建光瞳相位

分布。复原过程中共进行８０次迭代，复原结果如图

６所示，其中（ａ）为快速相位复原方法的复原结果，

（ｂ）为常用相位复原方法的复原结果，（ｃ）和（ｄ）分别

是快速相位复原方法和常用相位复原方法复原结果

与干涉仪检测结果的偏差。由图中可见，两种方法

均能够较好地复原光瞳相位分布。
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图６ 快速相位复原方法和常用相位复原方法位的相位复原结果

Ｆｉｇ．６ Ｐｈａｓｅｒｅｔｒｉｅｖａｌｒｅｓｕｌｔｓｏｆｆａｓｔｐｈａｓｅｒｅｔｒｉｅｖａｌｍｅｔｈｏｄａｎｄｃｏｍｍｏｎｐｈａｓｅｒｅｔｒｉｅｖａｌｍｅｔｈｏｄ

　　两种方法所需的时间以及复原结果的ＲＭＳ如

表２所示，由表中可知，快速相位复原方法所需的运

行时间远小于常用相位复原方法，表明该方法能够

有效提高相位复原的速度。快速相位复原方法复原

得到的光瞳相位分布的ＲＭＳ略高于常用相位复原

方法，这是由于推导环形光瞳点扩展函数解析计算

公式时，舍去了光瞳函数泰勒级数展开式的高阶项，

对复原结果产生了一定的影响。

表２ 两种方法所需的时间以及复原结果的ＲＭＳ

Ｔａｂｌｅ２　Ｒｕｎｔｉｍｅａｎｄｐｈａｓｅｒｅｔｒｉｅｖａｌｒｅｓｕｌｔｓ

ｏｆｔｈｅｔｗｏｍｅｔｈｏｄｓ

Ｒｕｎｔｉｍｅ／ｓ ＲＭＳ／λ

Ｃｏｍｍｏｎｐｈａｓｅｒｅｔｒｉｅｖａｌｍｅｔｈｏｄ １１６８ ０．０２５

Ｆａｓｔｐｈａｓｅｒｅｔｒｉｅｖａｌｍｅｔｈｏｄ １３３ ０．０３２

　　由验证实验的复原结果可知，两种方法复原得

到的光瞳相位分布与干涉仪检测得到的相位分布之

间都存在一定的误差，引起误差的主要原因有：

１）星点图像中的噪声：通过致冷和多幅图像平

均抑制了图像中的噪声水平，但残留的噪声仍然会

对复原结果造成影响；

２）辅助元件引入的误差：测试系统中的辅助光

学元件自身的波像差会被带入复原结果中；

３）像面位置误差：复原时采用了焦面处和离焦

５０μｍ像面处的星点图像，实际图像获取时的像面

位置误差也会引起复原结果的偏差。

６　结　　论

基于星点像的相位复原是一种重要的波前探测

方法。本文将推导得到的环形光瞳点扩展函数的解

析计算公式用于相位复原算法中目标函数及其梯度

的计算，减少了环形光瞳相位复原过程中的运算量，

有效提高了相位复原的效率，并通过数值模拟和实

验验证了方法的有效性。在环形光瞳点扩展函数解

析计算公式的推导过程中，舍去了光瞳函数泰勒展

开式的高次项，因此在波前ＰＶ值较大时，复原精度

会有所下降，这是下一步需要解决的问题。
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