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摘要　空间光孤子在非线性光学中占有非常重要的地位，而大多数理论都是在傍轴条件下得到的，无法满足初始

光束大角度入射情况的应用。利用亥姆霍兹理论研究了非局域非线性介质中的一维非傍轴空间光孤子。在强和

弱非局域的两种情况下，得到了非局域非线性非傍轴方程的精确解析解。通过数值研究发现非局域程度可以影响

孤子的束宽，但不影响其稳定性。反之，非傍轴系数可以影响孤子稳定性，但不影响其宽度。
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１　引　　言

多年以来，非局域非线性响应在空间光孤子中

起着非常重要的作用。非局域性存在于不同的物理

介质中，如液晶［１］、光折变介质［２］、铅玻璃［３－４］等。

非局域程度可由非局域响应函数的宽度与束宽的比

值来定义，可分为局域、弱非局域、一般非局域和强

非局域４类
［５］。

非傍轴可分为两大类：高强度和大角度传输［６］。

第一类主要指的是在非线性介质中超窄光束的传

输。１９９３年，Ａｋｈｍｅｄｉｅｖ等
［７］已经对一般非线性薛

定谔方程描述此类光束的适宜性和局限性提出了怀

疑。对于超窄光束，自聚焦标量理论已经无效，于是

相应的矢量非傍轴理论得到发展［８－９］。基于此理

论，Ｙａｒｉｖ等
［１０－１１］分析了亮和暗非傍轴孤子。相对

于第一种类型，第二类非傍轴源自于光束以大角度

（光束与纵轴夹角）传输演化［６］。此时，可用标量的

０３０２００５１
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非线性亥姆霍兹方程进行讨论，从而克服了非线性

薛定谔方程的局限性［１２］。自聚焦克尔介质中的精

确亮和暗孤子解析解［１３－１４］已被发现，随之，双组

份［１５］、边界［１６］和双稳［１７］亥姆霍兹孤子解也被得到。

在非线性介质界面，孤子的折射效应具有内在的角

度特征，从而可以很好地验证非傍轴亥姆霍兹理

论［６，１８－２０］。

本文解析研究了强和弱非局域两种情况下，非

局域非线性非傍轴孤子传输的精确解，并用数值方

法研究了非局域程度和非傍轴系数对孤子束宽和稳

定性的影响。

２　理论模型

对于简单的一维情况，光场满足亥姆霍兹方程


２犈

犣
２＋

２犈

犡
２＋犽

２
０狀
２（犈）犈＝０， （１）

式中犽０ ＝ω／犮为真空中的传播常数，犮是光速，ω为

角频率，而犽为介质中的波数。狀２（犈）＝狀
２
０＋２狀０Δ狀，

Δ狀表示非线性引起的折射率改变，满足

狑２ｍ

２
Δ狀

犡
２ －Δ狀＋狀２狘犈狘

２
＝０， （２）

其中，狀２ 是非线性系数。（１）式描述了线性极化单色

光场犈（犡，犣）＝犃（犡，犣）ｅｘｐ（ｉ犽犣－ｉω狋）在非局域非线

性介质（如液晶）中的非傍轴非线性传输［１１］。假设狕＝

犣／犔Ｄ，狓 ＝ 槡２犡／狑０，狌（狓，狕）＝ 犽狀２犔Ｄ／狀槡 ０犃（狓，狕），

犱０＝犱／槡２，Δ狀＝狀０／（犽犔Ｄ），犔Ｄ＝犽狑
２
０／２，狀０为线性

折射率，狑０为非傍轴孤子的束宽，而狑ｍ 为非局域非

线性响应函数的特征宽度，犱＝狑ｍ／狑０ 代表了非局

域程度。于是（１）、（２）式可变为

κ

２狌

狕
２＋ｉ

狌

狕
＋
１

２

２狌

狓
２＋狌＝０， （３ａ）

犱２０

２


狓
２－＋狘狌狘

２
＝０， （３ｂ）

式中κ＝１／（犽
２狑２０）为非傍轴系数，表征非线性引起

的无量纲折射率改变。明显地，当κ→０和犱→０时，

（３）式可恢复到非线性薛定谔方程。此时方程不再受

傍轴条件限制，对于光束以任意角度入射的物理系

统［６］和超窄孤子光束传输的物理系统［８］都可以做很

好的讨论说明。对于（３ｂ）式，可写为如下卷积形式：

＝∫
＋!

－!

犚（狓－狓′）犐（狓′，狕）ｄ狓′， （４）

式中 犐（狓，狕）＝狘狌（狓，狕）狘
２，犚（狓）＝ １／（槡２犱）·

ｅｘｐ（－槡２狘狓狘／犱）。

３　精确的孤子解析解

３．１　强非局域情况

对于强非局域情况，此时响应函数犚（狓）的特

征宽度远大于光束束宽。为了得到孤子解析解，在点

狓′＝狓处对犚（狓′）进行泰勒展开并联合（３ａ）、（４）式

可得［２１］

κ

２狌

狕
２＋ｉ

狌

狕
＋
１

２

２狌

狓
２＋

犘０

槡２犱
狌－

１

２μ
犘０狓

２狌＝０，

（５）

式中μ＝－犚″０＞０［犚″０＝
２
狓犚（狓）狘狓＝０］，犘＝∫狘狌（狓，

狕）狘
２ｄ狓为光束功率，犘０ 为狕＝０处的输入功率，因

功率守恒，用犘０代替了犘。因狑ｍ 狑０，高阶项对结

果几乎没有影响，所以（５）式略掉高阶项。假设（５）

式的高斯形式试探解为

狌（狓，狕）＝
犘槡 ０ｅｘｐ［ｉθ（狕）］

槡π狑（狕槡 ）
·

ｅｘｐ －
狓２

２狑２（狕）
＋ｉτ（狕）狓［ ］２ ， （６）

式中θ为孤子复振幅的相位，狑 为束宽，τ为光束波

前曲率。把（６）式代入（５）式可得

τ＝０，狑＝狑０ ＝１／（μ
１／４犘１

／４
０ ），

θ＝
－犱狑

２
０± 犱２狑４０－２犱

２狑２０κ＋ 槡２ ２犱狑
４
０κ犘槡 ０

２犱狑２
０κ

，

图１ （ａ）强非局域（犱＝２．０１，犘０＝１）和（ｃ）弱非局域（犱＝

０．１１，犘０＝２）情况下的孤子解；（ｂ）、（ｄ）为图（ａ）、

（ｃ）中两孤子解的传输（κ＝１×１０－３，犞＝１０）

Ｆｉｇ．１ Ｓｏｌｉｔｏｎｓｏｌｕｔｉｏｎｓｉｎｔｈｅｃａｓｅｓｏｆ（ａ）ｈｉｇｈ（犱＝

２．０１，犘０＝１）ａｎｄ（ｂ）ｗｅａｋ（犱＝０．１１，犘０＝２）

ｎｏｎｌｏｃａｌｉｔｉｅｓ；（ｂ），（ｄ）ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎｓｏｆ

ｔｈｅｓｏｌｉｔｏｎｓｏｆＦｉｇ．（ａ）ａｎｄ （ｃ），ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ

　　　　　（κ＝１×１０－３，犞＝１０）

至此得到解析解。图１（ａ）为强非局域 （犱＝２．０１）

情况下的孤子解。为了验证孤子的稳定性，以

狌狘狕＝０ ＝ν（１＋ρ）ｅｘｐ（－ｉ犞狓）［ν表征无微扰非傍轴

孤子，ρ＝２％ 为随机微扰，犞 为无量纲横向速率参

０３０２００５２
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数（入射角度）］为初始解对（５）式作数值模拟可得

如图１（ｂ）所示的结果，明显孤子是稳定的。

３．２　弱非局域情况

对于弱非局域情况，此时响应函数犚（狓）的特征

宽度远小于光束束宽。为了得到孤子解析解，在点

狓′＝狓处对犐（狓′，狕）进行泰勒展开并联合（３ａ）、（４）

式可得［２１］

κ

２狌

狕
２＋ｉ

狌

狕
＋
１

２

２狌

狓
２＋（狘狌狘

２
＋γ
ｄ狘狌狘

２

ｄ狓２
）狌＝０，

（７）

式中γ＝１／２∫
＋!

－!

犚（狓）狓２ｄ狓１。同理，因狑犿 狑０，高

阶项对结果几乎没有影响，所以此处也略掉高阶项。

假设试探解狌（狓，狕）＝ν（狓）ｅｘｐ（ｉβ狕），ν表征非傍轴

孤子，是对称指数类实函数，β为正的传播常数，代

入（７）式可得


２
ν

狓
２＋２（ν

２
＋κβ

２
－β）ν＋２γν


２
ν

狓
２ ＝０． （８）

积分可得（８）式的隐式解为

±狓＝
１

ν０
ａｒｃｔａｎｈ

σ
ν（ ）
０
＋２槡γａｒｃｔａｎ（２槡γσ），（９）

式中ν
２
０ ＝２（β－κβ

２），σ
２
＝ （ν

２
０－ν

２）／（１＋４γν
２）。明

显可看出，当γ→０，κ→０时，其恢复到傍轴的局域

情况ν（狓）＝ν０ｓｅｃｈ（狓）。图 １（ｃ）为 弱 非 局 域

（犱＝０．１１）情况下的孤子解析解。由（８）式易得孤

子的功率为 犘（β）＝ν０ ＋ （１＋４γν
２
０）／（２槡γ）·

ａｒｃｔａｎ（２槡γν０），可知ｄ犘／ｄβ＞０，也就是说孤子功

率随传播常数是单调递增的，由此可知孤子是稳定

的［２２－２３］。进一步对（７）式作数值模拟传输，结果如

图１（ｄ）所示，同样可看出孤子是稳定的。

４　数值孤子解

本文利用分步傅里叶和频谱重置法［２４］数值讨

论了非局域程度和非傍轴系数对孤子束宽和稳定性

的影响。图２（ａ）为不同非局域程度（犱＝０．１１，

１．０１，２．０１）下的孤子解，从图中可看出孤子的束宽

随非局域的程度的增加而增加，但是从图２（ｂ）可

知，孤子的功率峰值｜狌｜
２
ｍａｘ是不随传输距离变化而

变化的，也就是说，孤子是稳定的。图２（ｃ）为犱＝

０．１１时孤子的数值解的传输模拟，与图１（ｄ）是一致

的，这进一步说明（９）式所示的解析解的正确性。接

下来讨论非傍轴系数κ对孤子的束宽和稳定性的影

响，如图３（ａ）所示，不同的非傍轴系数（κ＝１×１０
－３，

５×１０－３，１×１０－２）不会影响孤子的束宽，而正如

图３（ｂ）所示，孤子的功率峰值｜狌｜
２
ｍａｘ是随传输距离变

化而变化，所以非傍轴系数会影响孤子的稳定性。

图２ 不同非局域程度下的（ａ）孤子解和（ｂ）孤子功率的

峰值演化；（ｃ）犱＝０．１１时数值孤子解的传输（κ＝

１×１０－３，犞＝１０，犘０＝１．２５）

Ｆｉｇ．２ （ａ）Ｐｒｏｆｉｌｅｓｏｆｔｈｅｓｏｌｉｔｏｎｓｏｌｕｔｉｏｎｓａｎｄ （ｂ）

ｅｖｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｓｏｌｉｔｏｎ ｐｏｗｅｒｐｅａｋ ｖａｌｕｅｓ ｗｉｔｈ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｎｏｎｌｏｃａｌｉｔｉｅｓ；（ｃ）ｓｉｍｕｌａｔｅｄｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ

ａｔ犱＝０．１１ｏｆａｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｉｔｏｎｓｏｌｕｔｉｏｎ（κ＝

１×１０－３，犞＝１０，犘０＝１．２５）

图３ 不同非傍轴系数的（ａ）孤子解和（ｂ）孤子功率的

峰值演化（犱＝０．１１，犞＝１０，犘０＝１．２５）

Ｆｉｇ．３ （ａ）Ｐｒｏｆｉｌｅｓｏｆｔｈｅｓｏｌｉｔｏｎｓｏｌｕｔｉｏｎｓａｎｄ （ｂ）

ｅｖｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｓｏｌｉｔｏｎ ｐｏｗｅｒｐｅａｋ ｖａｌｕｅｓ ｗｉｔｈ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｎｏｎｐａｒａｘｉａｌｉｔｉｅｓ（犱＝０．１１，犞＝１０，　

　　　　　　　犘０＝１．２５）

５　结　　论

研究了非局域介质中的亥姆霍兹孤子。在强和

弱非局域两种情况下，利用泰勒展开获得了孤子的

解析解。通过数值模拟发现非局域程度可影响孤子

的束宽，不会影响孤子的稳定性，而非傍轴系数可影

响孤子的稳定性，却不影响孤子的束宽。在实际的

应用中可以控制光束的输入角度以观察亥姆霍兹孤

子。由于液晶中的非局域非线性效应来源于液晶分

子在激光作用下的重取向过程，所以改变液晶盒上

的偏压，可以改变液晶分子的取向，从而改变非局域
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程度。在电压高于阈值电压的情况下，电压越低，非

局域程度越强，电压越高，非局域程度越弱，随着电

压的升高，会最终变成局域的情况。利用液晶的这

种性质，可通过控制外加电压调节非局域程度，从

而可得到不同亥姆霍兹孤子。
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