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新型正交消隐点的摄像机标定方法

卢　津　孙惠斌　常智勇
（西北工业大学现代设计与集成制造技术教育部重点实验室，陕西 西安７１００７２）

摘要　在分析了摄像机模型，单双目视觉系统标定以及消隐点几何特性的基础上，提出了一种新型正交消隐点的

摄像机标定方法。该方法仅使用摄像机在不同视角拍摄多幅（至少３幅）棋盘格模板的图像。引入一二阶径向畸

变的摄像机针孔模型，主要由消隐点的计算与优化，消隐点法线性标定内部参数，新型改进的Ｔｓａｉ两步法线性求解

外部参数和非线性全局优化等组成。实验结果表明，所给出的方法在全局优化之后，７幅图像的重投影平均像素误

差为０．００４３ｐｉｘｅｌ，耗时为１．７９１１２６０ｓ，可见速度快且精度高，可广泛应用于计算机视觉研究、工业三维测量与重

构、道路测绘等多个领域的摄像机标定。
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１　引　　言

在计算机视觉测量领域中，摄像机标定是从二

维（２Ｄ）图像信息获取三维（３Ｄ）空间信息必不可少

的步骤，具体来说是根据获取的２Ｄ图像信息来确

定摄像机内部参数，畸变参数和外部参数的过程［１］。

目前，学者们在传统标定方法的理论基础上，研究出

了众多简单灵活的工业相机新型标定方法。这些新

型标定方法：１）在标定模板上进行不断创新，从最初

工艺要求极高的３Ｄ精密标定立方块到现今的２Ｄ

平面模板和一维（１Ｄ）线性模板，其中２Ｄ模板主要

有圆点靶标、十字叉靶标、棋盘格靶标等，１Ｄ模板中

单条结构应用最为广泛；２）在标定的理论算法上改

０２０８００１１
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进与创新，自标定方法中的消隐点、圆环点、Ｋｒｕｐｐａ

方程、绝对二次曲线、绝对二次曲面等。其中，

Ｃａｐｒｉｌｅ等
［２－３］首次提出了利用消隐点的几何特性

来标定摄像机。近几年，研究者从消隐点的产生模

型、算法、拍摄图像的数量等方面不断改进与创新，

出现了一些便捷灵活的新标定方法。

从消隐点产生模型分类，已经存在的有：１）两对

正交的平行直线，霍炬等［４］采用这个模型产生一对

正交的消隐点，利用与摄像机原点的关系建立约束

方程；２）正方形，ＲｉｃｏｌｆｅＶｉａｌａ等
［５－６］都采用正方形

产生４个消隐点，然后用其建立消隐线约束方程来

标定；３）非平行的矩形对，吴福朝等
［７］采用其产生的

两对正交消隐点，作为求解圆环点的过度量来标定

摄像机；４）圆柱，魏锋等采用单幅圆柱体图像进行摄

像机标定；５）长（正）方体，Ｈｅ等
［８－９］借助建筑物的

棱角面关系，即长方块的棱角面关系，利用一幅图像

产生３个消隐点，建立标定约束方程，而Ｂｏｕｇｕｅｔ

等［１０］利用同样的原理，从拍摄实际场景的图像中获

取７个消隐点来建立标定约束方程。这些模板虽然

选取简易灵活，但是对图像的预处理比较苛刻，不适

合于精度要求高的场合，并且这些模板没有考虑消

隐点退化的状况，仅仅一对平行直线很有可能因为

拍摄视角的不合理，会出现消隐点退化的情形。

从算法原理分类有：１）通过消隐点计算圆环点，

间接建立约束方程。吴福朝等［７，１１］等没有直接利用

消隐点的性质，而是将消隐点作为过度量来计算圆

环点，并结合射影变换下交比不变性建立关于圆环

点的约束方程；２）通过消隐点与绝对二次曲线图像

（ＩＡＣ）的关系直接或间接地建立ＩＡＣ约束方程。陈

爱华等［１２］提出了采用两对正交消隐点，利用其相互

正交的几何性质，直接建立消隐点与ＩＡＣ的约束方

程组来标定；３）通过消隐点与摄像机光心的空间轨

迹在同一球面上的位置关系，建立圆的标定约束方

程或间接构造消隐线的标定约束方程。文献［４］采

用这一原理直接建立了圆的标定约束方程，而

Ｇｒａｍｍａｔｉｋｏｐｏｕｌｏｓ等
［１３］将建立的圆标定约束方程

转化成了消隐线标定约束方程，进行了非线性计算；

４）通过消隐点与摄像机光心连线的几何关系，建立

向量垂直度函数的内参数优化方程。文献［４］在通

过圆标定约束方程计算出内参数之后，又依这一关

系建立了非线性的内部参数优化方法。

基于以上的研究，采用了规格１２×１３，间距

６ｍｍ的正方格子棋盘格模板，本文先利用最小二乘

法拟合出图像中的直线束，而后采用 Ｌｅｖｅｎｂｅｒｇ

Ｍａｒｑｕａｒｄ（ＬＭ）算法寻优到最佳的消隐点坐标，在

不考虑畸变的情况下，结合相互正交的消隐点对的

性质线性求解出内部参数，再将其作为已知量，用本

文新型改进的Ｔｓａｉ法线性求解外部参数，并引入畸

变系数，创建图像残差当量最小化寻优函数，求解畸

变系数和对所有参数全局优化。

２　基本模型

２．１　摄像机模型

在研究了Ｔｓａｉ，Ｈｅｉｋｋｉｌ和Ｚｈａｎｇ等三种摄像

机模型［１４－１５］的基础上，确定了本文的摄像机模型，

如图１所示，从３Ｄ空间点犛Ｗ＝［犡Ｗ，犢Ｗ，犣Ｗ］
Ｔ（对

应的齐次坐标为犛^Ｗ＝［犡Ｗ，犢Ｗ，犣Ｗ，１］
Ｔ）到像素图

像平面坐标系狌狏的２Ｄ点狊＝［狌，狏］Ｔ（对应的齐次

坐标为狊^＝［狌，狏，１］Ｔ）的变换经过了以下４步。

图１ 摄像机模型

Ｆｉｇ．１ Ｃａｍｅｒａｍｏｄｅｌ

在不考虑一、二阶径向畸变的前提下，该变换的

线性摄像机针孔模型［１６］为

λ^狊＝

１／犱狓 ０ 狌０

０ １／犱狔 狏０

熿
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＝犓［犚狘犜］^犛Ｗ，　λ≠０， （１）
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式中犓＝犕犘＝［犳狓 ０ 狌０；０ 犳狔狏０；０ ０ １］为摄

像机的内部参数矩阵，［犚｜犜］为外部参数矩阵，而

（犳狓，犳狔）＝（犳／犱狓，犳／犱狔）分别为狌轴和狏轴上的归

一化焦距，成像中心犗Ｉ的图像坐标为［狌０，狏０］，λ为

不确定因子。

实际上，由于摄像机镜头存在不同程序的畸变，

致使经过②犘投影到物理图像平面坐标系犝犞 的无

畸变２Ｄ点坐标犛Ｉ＝［犝，犞］
Ｔ 发生了偏离，即畸变后

的图像平面坐标犛＝［犝，犞］Ｔ，其畸变的数学模

型为

犛Ｉ（１＋犽１Δ狉
２
＋犽２Δ狉

４）≈犛
烐烏 烑



③犽

， （２）

式中犽１，犽２ 为畸变系数，Δ狉
２＝（犝－犝）２＋（犞－

犞）２。

２．２　消隐点模型

在第１节中已经论述了常见的消隐点产生模

型，如图２所示。这些模型的一个共同特征是只采

用一对平行直线产生消隐点，这样难免会因拍摄视

角不适导致退化情形［１７］。

图２ 常见的消隐点模型。（ａ）两条正交的平行直线；（ｂ）非平行的矩形对；（ｃ）正方形；（ｄ）圆柱；（ｅ）长（正）方体；（ｆ）退化模型

Ｆｉｇ．２ Ｒｅｇｕｌａｒｖａｎｉｓｈｉｎｇｐｏｉｎｔｓ′ｍｏｄｅｌｓ．（ａ）Ｔｗｏｐｅｒｐｅｎｄｉｃｕｌａｒｐａｒａｌｌｅｌｌｉｎｅｓ；（ｂ）ｎｏｎｐａｒａｌｌｅｌｒｅｃｔａｎｇｌｅｓ；（ｃ）ｓｑｕａｒｅ；

（ｄ）ｃｙｌｉｎｄｅｒ；（ｅ）ｃｕｂｏｉｄｏｒｃｕｂｅ；（ｆ）ｄｅｇｒａｄａｔｉｏｎｍｏｄｅｌ

　　从概率与统计原理切入，对于多条（不小于３

条）直线组成的平行直线束，只要摄像机光轴与模板

平面所成夹角在０°～８０°之间，必会在这束平行直线

的图像中产生一个合理的消隐点。而对上述研究中

的模板，仅仅以两条直线组成的一对平行直线，应用

直线相交的原理，使其在图像上产生一个消隐点，则

有些牵强。本文选取常用的棋盘格标定板，充分利

用其纹理特征，在棋盘格图像的水平（ｈｏｒ）、垂直

（ｖｅｒ）、主对角线（ｍａｄ）和副对角线（ｖｉｄ）４个方向上

通过提取的若干角点，采用最小二乘误差指标［１８］拟

合出四组平行直线束，再以最小二乘原理和ＬＭ寻

优算法分别找到这四个方向上的四个最优消隐点。

理论上，这四个消隐点在无穷远处的同一条直线上，

通过这一原理，可以进一步判定消隐点的求取是否

合理，并继续优化其坐标。

图３为本文的模型示意图。对任意一幅图像，

在像素图像平面坐标系狌狏上，提取的第犻行第犼列

角点像素坐标表示为狊犻
，犼＝［狌犻犼，狏犻犼］

Ｔ，对应的齐次坐

标为狊^犻
，犼＝［狌犻犼，狏犻犼，１］

Ｔ，犻＝１，２，…，犿；犼＝１，２，…，

狀；水平、垂直、主对角线和副对角线拟合的平行直线

束分别表示为：犔ｈｏｒ＝｛犾
犻
ｈｏｒ｜犾

犻
ｈｏｒ（犪

犻
ｈｏｒ，－１，犫

犻
ｈｏｒ），犻＝１，

２，…，犿｝，犔ｖｅｒ＝｛犾犼ｖｅｒ｜犾犼ｖｅｒ（犪犼ｖｅｒ，－１，犫犼ｖｅｒ），犼＝１，２，…，

狀｝，犔ｍａｄ＝｛犾狆ｍａｄ｜犾狆ｍａｄ（犪狆ｍａｄ，－１，犫狆ｍａｄ），狆＝１，２，…，

犿＋狀－３｝，犔ｖｉｄ＝｛犾狇ｖｉｄ｜犾狇ｖｉｄ（犪狇ｖｉｄ，－１，犫狇ｖｉｄ），狇＝１，２，…，

图３ 消隐点成像模型

Ｆｉｇ．３ Ｐｒｏｐｏｓｅｄｍｏｄｅｌｏｆｖａｎｉｓｈｉｎｇｐｏｉｎｔｓ

犿＋狀－３｝；相应的消隐点表示为犞ｈｏｒ＝［狌ｈｏｒ，狏ｈｏｒ］
Ｔ，

犞ｖｅｒ＝［狌ｖｅｒ，狏ｖｅｒ］
Ｔ，犞ｍａｄ＝［狌ｍａｄ，狏ｍａｄ］

Ｔ，犞ｖｉｄ＝［狌ｖｉｄ，

狏ｖｉｄ］
Ｔ，而这４个消隐点在无穷远处的同一条直线

犔Ｖ 上。

３　模型分析

文献［７］提及，应用圆环点的理论标定摄像机，关

键取决于前期图像边缘提取、直线拟合以及无穷远点

和无穷远直线的求解精度。用 Ｈａｒｒｉｓ算法提取角点

之后，本节将主要分析论证直线的拟合和消隐点的寻

优计算。

１）平行直线束：如图３所示，以水平方向为例，

设空间棋盘格在像素图像平面上的第犻行投影点像
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素齐次坐标为狊^犻犼＝［狌犻犼，狏犻犼，１］
Ｔ，犼＝１，２，…，狀，该行对应要求解的直线模型狏犻犼＝犪

犻
ｈｏｒ狌犻犼＋犫

犻
ｈｏｒ用直线参数犾

犻
ｈｏｒ

表示为［犪犻ｈｏｒ，－１，犫
犻
ｈｏｒ］，那么该模型对应的最小二乘误差指标可表示为

犈ＬＳ＝ε（犪
犻
ｈｏｒ，犫

犻
ｈｏｒ）＝∑

狀

犼＝１

（［犪犻ｈｏｒ，－１，犫
犻
ｈｏｒ］［狌犻犼，狏犻犼，１］

Ｔ）２ ＝∑
狀

犼＝１

（犪犻ｈｏｒ狌犻犼＋犫
犻
ｈｏｒ－狏犻犼）

２． （３）

采用类似于文献［１８］中的方法可求解出最佳的直线参数犾犻ｈｏｒ（犪
犻
ｈｏｒ，－１，犫

犻
ｈｏｒ）。

同理，其余方向也可得到最佳的直线参数犾犼ｖｅｒ（犪犼ｖｅｒ，－１，犫犼ｖｅｒ），犾狆ｍａｄ（犪狆ｍａｄ，－１，犫狆ｍａｄ），犾狇ｖｉｄ（犪狇ｖｉｄ，－１，犫狇ｖｉｄ）。

２）消隐点：由消隐点的定义
［１９］，可知２．２节中的这４组平行直线束在图像上的无穷远处会形成４个消

隐点｛犞狓′＝［狌狓′，狏狓′］
Ｔ，狓′＝ｈｏｒ，ｖｅｒ，ｍａｄ，ｖｉｄ｝，并且这４个消隐点会形成一条直线犔Ｖ。实际上，由于实验环

境、图像拍摄视角、图像预处理、噪声干扰等影响，在每个方向上的无穷远处平行直线束往往会产生众多消隐

点，那么最优的消隐点位置是每个方向上的消隐点到对应方向各条直线的距离和犱最小。以水平方向为

例，定义最佳的消隐点目标函数模型为：

犉ｈｏｒ ＝ａｒｇｍｉｎ
犾
犻
ｈｏｒ

∑
犿

犻＝１

犱［犞ｈｏｒ（狌ｈｏｒ，狏ｈｏｒ），犾
犻
ｈｏｒ（犪

犻
ｈｏｒ，－１，犫

犻
ｈｏｒ）］＝ａｒｇｍｉｎ

犾
犻
ｈｏｒ

∑
犿

犻＝１

犪犻ｈｏｒ狌ｈｏｒ－狏ｈｏｒ＋犫
犻
ｈｏｒ

犪犻ｈｏｒ
２
＋（－１）槡

２
， （４）

应用ＬＭ算法通过求解上述优化模型来搜索最佳的消隐点位置。

％ 算法描述：计算水平方向消隐点位置（Ｃｏｍｐｕｔｅ犞ｈｏｒ）

％ 　输入：水平直线参数犾犻ｈｏｒ（犪
犻
ｈｏｒ，－１，犫

犻
ｈｏｒ）

％ 　输出：最佳消隐点犞ｈｏｒ＝［狌ｈｏｒ，狏ｈｏｒ］
Ｔ

１ 初始化犞ｈｏｒ＝［狌ｈｏｒ，狏ｈｏｒ］
Ｔ，即设置初始估计值：犞０ｈｏｒ＝［１００，１００］

Ｔ；

２ ｆｏｒ犻＝１∶犿

３ 　ｌｏａｄ犾＝犾
犻
ｈｏｒ（犪

犻
ｈｏｒ，－１，犫

犻
ｈｏｒ）；

４ 　建立最佳的消隐点目标函数模型：犳＝ 犪
犻
ｈｏｒ狌ｈｏｒ－狏ｈｏｒ＋犫

犻
ｈｏｒ ／ 犪犻ｈｏｒ

２＋（－１）槡
２；

５ 　应用ＬＭ算法寻优：犞ｈｏｒ（狌ｈｏｒ，狏ｈｏｒ）＝ｌｓｑｎｏｎｌｉｎ（＠犳，犞
０
ｈｏｒ，［］，［］，ＬＭ算法，犾）；

％ ｌｓｑｎｏｎｌｉｎ是 Ｍａｔｌａｂ中的迭代函数

６ ｅｎｄ

％ 其余三方向上的最佳消隐点位置求解原理同上。

４　摄像机标定

４．１　内部参数的消隐点线性法标定

如图３所示，依据文献［１９］中正交消隐点的定义及性质，显然有犞ｈｏｒ⊥犞ｖｅｒ，犞ｍａｄ⊥犞ｖｉｄ成立，则建立内部

参数的几何约束方程组

犞^Ｔｈｏｒω^犞ｖｅｒ＝０

犞^Ｔｍａｄω^犞ｖｉｄ＝
烅
烄

烆 ０
，　｛^犞狓′ ＝ ［狌狓′，狏狓′，１］

Ｔ，狓′＝ｈｏｒ，ｖｅｒ，ｍａｄ，ｖｉｄ｝． （５）

式中

ω＝犓
－Ｔ犓－１ ＝

１／犳
２
狓 ０ －狌０／犳

２
狓

０ １／犳
２
狔 －狏０／犳

２
狔

－狌０／犳
２
狓 －狏０／犳

２
狔 狌

２
０／犳

２
狓＋狏

２
０／犳

２
狔＋

熿

燀

燄

燅１

＝

犠１１ ０ 犠１３

０ 犠２２ 犠２３

犠１３ 犠２３ 犠

熿

燀

燄

燅３３

． （６）

由（５）、（６）式进一步计算，可得

狌ｈｏｒ狌ｖｅｒ 狌ｖｅｒ＋狌ｈｏｒ 狏ｈｏｒ狏ｖｅｒ 狏ｖｅｒ＋狏ｈｏｒ １

狌ｍａｄ狌ｖｉｄ 狌ｖｉｄ＋狌ｍａｄ 狏ｍａｄ狏ｖｉｄ 狏ｖｉｄ＋狏ｍａｄ
［ ］

１
犠 ＝ ［］０

０
， （７）

式中犠＝ 犠１１ 犠１３ 犠２２ 犠２３ 犠［ ］３３
Ｔ。

对于拍摄的犖（犖≥３）幅图像，（７）式扩展成超定系统的非线性方程组：
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１狌ｈｏｒ
１狌ｖｅｒ

１狌ｖｅｒ＋
１狌ｈｏｒ

１狏ｈｏｒ
１狏ｖｅｒ

１狏ｖｅｒ＋
１狏ｈｏｒ １

１狌ｍａｄ
１狌ｖｉｄ

１狌ｖｉｄ＋
１狌ｍａｄ

１狏ｍａｄ
１狏ｖｉｄ

１狏ｖｉｄ＋
１狏ｍａｄ １

２狌ｈｏｒ
２狌ｖｅｒ

２狌ｖｅｒ＋
２狌ｈｏｒ

２狏ｈｏｒ
２狏ｖｅｒ

２狏ｖｅｒ＋
２狏ｈｏｒ １

２狌ｍａｄ
２狌ｖｉｄ

２狌ｖｉｄ＋
２狌ｍａｄ

２狏ｍａｄ
２狏ｖｉｄ

２狏ｖｉｄ＋
２狏ｍａｄ １

    

犖狌ｈｏｒ
犖狌ｖｅｒ

犖狌ｖｅｒ＋
犖狌ｈｏｒ

犖狏ｈｏｒ
犖狏ｖｅｒ

犖狏ｖｅｒ＋
犖狏ｈｏｒ １

犖狌ｍａｄ
犖狌ｖｉｄ

犖狌ｖｉｄ＋
犖狌ｍａｄ

犖狏ｍａｄ
犖狏ｖｉｄ

犖狏ｖｉｄ＋
犖狏ｍａｄ

熿

燀

燄

燅１

犠 ＝

０

０

０

０



熿

燀

燄

燅

０

０

． （８）

进一步，有犞^狆犠＝０，应用最小二乘原理，对该式两边同时左乘犞^
Ｔ
狆，变成

犞^Ｔ狆^犞狆犠 ＝０犞狆犠 ＝０． （９）

　　对于齐次线性方程组（９）的系数矩阵犞狆 进行奇异值（ＳＶＤ）分解，那么最小特征值对应的特征向量就是

（９）式的非零解，即犠＝ 犠１１ 犠１３ 犠２２ 犠２３ 犠［ ］３３
Ｔ 求解。

接下来由（６）式，采用类似于Ｚｈａｎｇ的方法
［２０］可以得到摄像机的内部参数分别为

狏０ ＝－
犠２３

犠２２

，　δ＝犠３３－
犠２
１３－狏０犠１１犠２３

犠１１

，　犳狓 ＝
δ
犠槡１１

，　犳狔 ＝
δ
犠槡２２

，　狌０ ＝－
犠１３犳

２
狓

δ
． （１０）

４．２　外部参数的新型改进犜狊犪犻两步法线性标定

本节对Ｔｓａｉ标定算法
［２１］做了新型的改进：１）将４．１节中的计算结果犳狓，犳狔，狌０，狏０ 作为初始值，而Ｔｓａｉ

法中的图像主点（狌０，狏０）是人为取其图像的中心点；２）将Ｔｓａｉ法中先求解狋狔改进成先求解狋狕，这样根据狋狕在

摄像机坐标系犣ｃ轴的正方向上，直接可以取正解，省去了判定符号这一步骤；３）已知狋狕 之后，可以直接求解

出旋转矩阵的前两列狉１，狉２，狉４，狉５，狉７，狉８和平移向量的狋狓，狋狔等８个未知量，且不用判定各量的符号；４）直接对

旋转矩阵的前两列进行叉乘，便可求解出第三列狉３，狉６，狉９，相比Ｔｓａｉ法和文献［２２］的方法，也不用判定各量

的符号。以４．１节中的结果作为初始值，更为客观合理，在算法步骤上更是大大提高了效率与精度。具体求

解如下：将世界坐标系犡ｗ犢ｗ犣ｗ 定于棋盘格模板上，让犡ｗ犗ｗ犢ｗ 平面与模板平面重合，犣Ｗ 轴垂直模板平面，

则角点沿犣Ｗ 轴方向的坐标为犣Ｗ＝０。

（１）式经计算可写成方程组的形式：

狌＝犳狓
狉１犡Ｗ＋狉２犢Ｗ＋狋狓
狉７犡Ｗ＋狉８犢Ｗ＋狋狕

＋狌０，　狏＝犳狔
狉４犡Ｗ＋狉５犢Ｗ＋狋狔
狉７犡Ｗ＋狉８犢Ｗ＋狋狕

＋狏０． （１１）

变形后，可得线性方程组为

犳狓犡Ｗ 犳狓犢Ｗ 犳狓 ０ ０ ０ －犝狓犡Ｗ －犝狓犢Ｗ

０ ０ ０ 犳狔犡Ｗ 犳狔犢Ｗ 犳狔 －犞狓犡Ｗ －犞狓犢
［ ］

Ｗ

犫＝
犝狓

犞
［ ］

狓

． （１２）

式中向量犫＝ 犫１ 犫２ 犫３ 犫４ 犫５ 犫６ 犫７ 犫［ ］８
Ｔ，犝狓＝狌－狌０，犞狓＝狏－狏０，而犫中对应的各量分别为犫１＝

狉１／狋狕，犫２＝狉２／狋狕，犫３＝狋狓／狋狕，犫４＝狉４／狋狕，犫５＝狉５／狋狕，犫６＝狋狔／狋狕，犫７＝狉７／狋狕，犫８＝狉８／狋狕。

同样，对于一幅图像上的犿行狀列角点，即犿×狀个角点，（１２）式扩展成超定系统的线性方程组：

犳狓
１犡Ｗ 犳狓

１犢Ｗ 犳狓 ０ ０ ０ －
１犝狓

１犡Ｗ －
１犝狓

１犢Ｗ

０ ０ ０ 犳狔
１犡Ｗ 犳狔

１犢Ｗ 犳狔 －
１犞狓

１犡Ｗ －
１犞狓

１犢Ｗ

犳狓
２犡Ｗ 犳狓

２犢Ｗ 犳狓 ０ ０ ０ －
２犝狓

２犡Ｗ －
２犝狓

２犢Ｗ

０ ０ ０ 犳狔
２犡Ｗ 犳狔

２犢Ｗ 犳狔 －
２犞狓

２犡Ｗ －
２犞狓

２犢Ｗ

       

犳狓
犿狀犡Ｗ 犳狓

犿狀犢Ｗ 犳狓 ０ ０ ０ －
犿狀犝狓

犿狀犡Ｗ －
犿狀犝狓

犿狀犢Ｗ

０ ０ ０ 犳狔
犿狀犡Ｗ 犳狔

犿狀犢Ｗ 犳狔 －
犿狀犞狓

犿狀犡Ｗ －
犿狀犞狓

犿狀犢

熿

燀

燄

燅Ｗ

犫＝

１犝狓
１犞狓
２犝狓
２犞狓



犿狀犝狓
犿狀犞

熿

燀

燄

燅狓

， （１３）

简写成

犉犫＝犝． （１４）

　　将４．１节中求解的内部参数作为初始值代入（１４）式，依然采用最小二乘法求解，即通过犫＝（犉
Ｔ犉）－１犉Ｔ犝得

到各个分量。一旦每一分量已知，根据刚体变换矩阵的性质，有犚Ｔ犚＝犚犚Ｔ＝犐，犐为单位矩阵，即
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狉１ 狉２ 狉３

狉４ 狉５ 狉６

狉７ 狉８ 狉

熿

燀

燄

燅９

狉１ 狉２ 狉３

狉４ 狉５ 狉６

狉７ 狉８ 狉

熿

燀

燄

燅９

Ｔ

＝

狉２１＋狉
２
２＋狉

２
３ 狉１狉４＋狉２狉５＋狉３狉６ 狉１狉７＋狉２狉８＋狉３狉９

狉１狉４＋狉２狉５＋狉３狉６ 狉２４＋狉
２
５＋狉

２
６ 狉４狉７＋狉５狉８＋狉６狉９

狉１狉７＋狉２狉８＋狉３狉９ 狉４狉７＋狉５狉８＋狉６狉９ 狉２７＋狉
２
８＋狉

熿

燀

燄

燅
２
９

＝

１ ０ ０

０ １ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ １

，

（１５）

于是有

狉１狉４＋狉２狉５＋（± １－狉
２
１－狉槡

２
２）（± １－狉

２
４－狉槡

２
５）＝０

狉４狉７＋狉５狉８＋（± １－狉
２
４－狉槡

２
５）（± １－狉

２
７－狉槡

２
８）＝０

狉１狉７＋狉２狉８＋（± １－狉
２
１－狉槡

２
２）（± １－狉

２
７－狉槡

２
８）＝

烅

烄

烆 ０

． （１６）

　　引入向量犫中的各分量，化简整理得

犛犲
１
狋４狕
１
－犛狉

１
狋２狕
１
＋１＝０

犛犲
２
狋４狕
２
－犛狉

２
狋２狕
２
＋１＝０

犛犲
３
狋４狕
３
－犛狉

３
狋２狕
３
＋１＝

烅

烄

烆 ０

， （１７）

式中

犛狉
１
＝犫

２
１＋犫

２
２＋犫

２
４＋犫

２
５， 犛犲

１
＝ （犫１犫５－犫２犫４）

２，

犛狉
２
＝犫

２
４＋犫

２
５＋犫

２
７＋犫

２
８， 犛犲

２
＝ （犫５犫７－犫４犫８）

２，

犛狉
３
＝犫

２
１＋犫

２
２＋犫

２
７＋犫

２
８， 犛犲

３
＝ （犫１犫８－犫２犫７）

２．

（１８）

采用求根公式得到

狋２狕 ＝ （犛狉± 犛狉２－４犛槡 犲）／（２犛犲）， （１９）

结合文献［２１］中判定狋２狔 的取值问题，最终得

狋２狕 ＝ （犛狉－ 犛狉２－４犛槡 犲）／（２犛犲）， （２０）

于是分别计算得到上三式中狋２狕
１
，狋２狕

２
，狋２狕

３
。由方根运算的二值性，需要判定狋狕的正负号，然而狋狕在摄像机坐标系

的犣ｃ轴正方向上，所以在这里无需判定其正负号问题，直接取其正值，最终采用求平均值减小误差的原理，

得到

狋狕 ＝ （狋狕
１
＋狋狕

２
＋狋狕

３
）／３． （２１）

这样，对应的狉１，狉２，狉４，狉５，狉７，狉８，狋狓，狋狔 也就得解。至于旋转矩阵中的第三列狉３，狉６，狉９，为了避免引入判断其正

负号的麻烦，直接采用旋转矩阵的前两列叉乘，即

狉３ 狉６ 狉［ ］９
Ｔ
＝ 狉１ 狉４ 狉［ ］７

Ｔ
× 狉２ 狉５ 狉［ ］８

Ｔ
． （２２）

　　至此，摄像机的内外部参数求解结束，但是这个

结果还不是最佳的，下面引入畸变系数，对上述参数

值进行优化处理，以此达到一个最优的结果。

４．３　实际图像平面坐标点的２犇全局优化

根据摄像机的模型，引入畸变系数犽１，犽２。如

图４所示，按照①、②、③步骤可得到物体空间特征

点犛ｗ 从世界坐标系犡ｗ犢ｗ犣ｗ 投影到物理图像平面

坐标 系 犝犞 的 畸 变 ２Ｄ 点 实 际 图 像 平 面 坐

标犛＝［犝，犞］Ｔ，同时按照①′得到该特征点从

像素图像平面坐标系狌狏 到物理图像平面坐标系

犝犞 的畸变２Ｄ点实际图像坐标 ′犛＝［′犝，′犞］Ｔ，

这二者之间存在着一定的图像残差［２３－２４］。在这种

情况下，应用非线性优化使这种残差达到最小，其残

差当量最小化寻优函数为

图４ ２Ｄ全局优化步骤

Ｆｉｇ．４ Ｓｔｅｐｓｏｆ２Ｄｇｌｏｂａｌｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ

０２０８００１６
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犉２Ｄ ＝ ｍｉｎ犛
 ［犚，犜

烐烏 烑
］

①

，
︸
犘

②

，犽１，犽
︸

２（ ）
烉烇 烋

③

④

－ ′犛


︸
犕

①

（ ）
烉烇 烋

′

②′

＝

ｍｉｎ
∑
犿

犻＝１
∑
狀

犼＝１

（犝
犻犼 － ′犝


犻犼）

２
＋∑

犿

犻＝１
∑
狀

犼＝１

（犞
犻犼 － ′犞


犻犼）

２

槡 犿狀
．

（２３）

５　实验结果

选用Ｂｏｕｇｕｅｔ的９幅图像（６４０ｐｉｘｅｌ×４８０ｐｉｘｅｌ），

格子间距３０ｍｍ×３０ｍｍ，如图５所示。由于所用

相机以及相应像素尺寸等参数未知，所以应用

ＯｐｅｎＣＶ方法、Ｍａｔｌａｂ方法、本文的方法进行标定，

其内部参数结果见表１。

表１ 摄像机内部参数比较

Ｔａｂｌｅ１ Ｃｏｍｐａｒａｔｉｏｎｏｆｃａｍｅｒａｉｎｔｒｉｎｓｉｃｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

犳狓／ｐｉｘｅｌ 犳狔／ｐｉｘｅｌ 狌０／ｐｉｘｅｌ 狏０／ｐｉｘｅｌ 犽１／ｍｍ
－２ 犽２／ｍｍ

－２

ＯｐｅｎＣＶ ６５６．３９２００ ６５７．８６４００ ３０２．９２２００ ２３９．９６１００ －０．２５８２６ ０．１３８２１

Ｍａｔｌａｂ ６５７．００１６６ ６５７．５７０２１ ３０２．４２６２２ ２４０．２４３４０ －０．２５４９９ ０．１２７４８

Ｐｒｏｐｏｓｅｄ ６６２．２３８６５ ６６５．２９３９７ ３２６．８９６８３ ２５７．３６３０６ ０．０１３９０ －０．００５５２

图５ Ｂｏｕｇｕｅｔｓ的９幅图像

Ｆｉｇ．５ ＮｉｎｅｉｍａｇｅｓｏｆＢｏｕｇｕｅｔｕｓｅｄｈｅｒｅ

　　又选取Ｚｈａｎｇ的５幅图像（６４０ｐｉｘｅｌ×４８０ｐｉｘｅｌ），

格子间距１７０ｍｍ×１７０ｍｍ，传感器尺寸为４．８ｍｍ×

３．６ｍｍ，像素尺寸为７．５μｍ×７．５μｍ，镜头焦距为

犳＝６ｍｍ。如图６所示。

采用不同方法，内部参数标定结果如表２所示，

其中焦距犳取狓 轴和狔 轴方向上的有效焦距的平

均值，即犳＝（犳狓犱狓＋犳狔犱狔）／２。

为了进一步验证该方法的精确度与可行性，采用

德国映美精生产的面阵ＣＣＤ相机ＤＭＫ２１ＢＵ０４．Ｈ，

分辨率为 ６４０ｐｉｘｅｌ×４８０ｐｉｘｅｌ，传感器尺寸为

３．６ｍｍ×２．７ｍｍ，像素尺寸５．６μｍ×５．６μｍ，镜

头焦距为犳＝１２ｍｍ和西安艾菲特光电技术有限公

司制造的高精度棋盘格标定板 ＡＦＴＭＣＴＯＶ１００

（格子间距：６±０．００１ｍｍ）进行实验。为了与其他

标定方法比较，拍摄了７幅棋盘格模板图像，如图７

所示。

图６ Ｚｈａｎｇ的５幅图像

Ｆｉｇ．６ Ｚｈａｎｇ′ｓｆｉｖｅｉｍａｇｅｓ

图７ 棋盘格图像

Ｆｉｇ．７ Ｃｈｅｃｋｅｒｂｏａｒｄｉｍａｇｅｓ

　　采用Ｚｈａｎｇ，Ｔｓａｉ，ＯｐｅｎＣＶ，Ｍａｔｌａｂ以及本文的方法标定，内部参数与畸变系数见表３。

利用标定出的摄像机参数，计算角点从世界坐标系犡ｗ犢ｗ犣ｗ 到像素图像平面坐标系狌狏的２Ｄ点像素坐

０２０８００１７
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标 ～狊＝［～狌，～狏］Ｔ，然后用Ｓｕｎ的犈ｄ
［１４］（重投影像素误差）和葛动元的δ狌狏

［２５］（图像残差）方法对其结果评估。

每幅图像优化前后的摄像机参数和评价结果见表４，其中旋转矩阵经过罗德里格斯法则变换，用其对应的旋

转向量表示。

表２ 摄像机内部参数比较

Ｔａｂｌｅ２ Ｃｏｍｐａｒａｔｉｏｎｏｆｃａｍｅｒａｉｎｔｒｉｎｓｉｃｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

犳／ｍｍ 犳狓／ｐｉｘｅｌ 犳狔／ｐｉｘｅｌ 狌０／ｐｉｘｅｌ 狏０／ｐｉｘｅｌ 犽１／ｍｍ
－２ 犽２／ｍｍ

－２ Ｔｉｍｅ／ｓ

Ｍａｔｌａｂ ６．２９６８ ８３９．５７５９７ ８３９．８９２１３ ３０３．６６６３２ ２０９．００８８５ －０．２０６６９７８ ０．３２０７８２０ －

Ｚｈａｎｇ′ｓ ６．２４３７ ８３２．４９９６９ ８３２．５２９５３ ３０３．９５８９０ ２０６．５８５５３ －０．２２８６０１３ ０．１９０３５５０ ０．５４７６６６

Ｔｓａｉ′ｓ ５．５６３５ － － ３２０．０００００ ２４０．０００００ ０．００６５６２６ － ３．６６９１５５

Ｐｒｏｐｏｓｅｄ ６．２１３１ ８２８．４１１２９ ８２８．０１３８９ ３０４．４６４２８ ２２２．３２９２４ ０．００３５８５４－０．００１１９４０ ０．９２９５３７

表３ 标定结果

Ｔａｂｌｅ３ Ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓ

犳／ｍｍ 犳狓／ｐｉｘｅｌ 犳狔／ｐｉｘｅｌ 狌０／ｐｉｘｅｌ 狏０／ｐｉｘｅｌ 犽１／ｍｍ
－２ 犽２／ｍｍ

－２ Ｔｉｍｅ／ｓ

ＯｐｅｎＣＶ １２．１７４０ ２１７４．４５３００ ２１７３．４１７００ ３５０．０１３００ １７５．５８１００ －０．０７３１６４００ ０．００２０８８００ －　

Ｍａｔｌａｂ １２．１３９０ ２１６８．１３８０６ ２１６７．２１７６６ ３３９．７９１４０ １８０．０８２２５ －０．０７５５８７６４ －０．０３４４２９７２ －

Ｚｈａｎｇ′ｓ １２．１５４８ ２１７１．７４３５７ ２１６９．２５６４３ ３４０．１０３８６ １８３．２９４１３ －０．４３９５１２８４ ０．０６４９１２５０ １０．８４４３９８

Ｔｓａｉ′ｓ １２．１４２９ － － ３２０．０００００ ２４０．０００００ ０．０００３８６３４ － １４．４５７２５８

Ｐｒｏｐｏｓｅｄ １２．１２２４ ２１６５．８９２２１ ２１６３．５３７３１ ３４３．６５９５７ １８１．３６１１２ ０．００１７９００４ －０．０００８４２６７ １．７９１１２６０

表４ 优化前后的摄像机参数

Ｔａｂｌｅ４ Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｃａｍｅｒａｂｅｆｏｒｅａｎｄａｆｔｅｒｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ

Ｂｅｆｏｒｅ

ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ

Ａｆｔｅｒ

ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ

Ｐｉｘｅｌｅｒｒｏｒ

犳／ｍｍ 犳狓／ｐｉｘｅｌ 犳狔／ｐｉｘｅｌ 狌０／ｐｉｘｅｌ 狏０／ｐｉｘｅｌ 犽１／ｍｍ
－２ 犽２／ｍｍ

－２

１２．１２２４ ２１６５．８９２２３ ２１６３．５３７２９ ３４３．６５９３５ １８１．３６０７９ － －

Ｒｖｅｃｔｏｒ 犜／ｍｍ

Ｉｍａｇ ［ ］ｅ１ －１．８３７７ －１．９１３８ １．２５６３ ［－４．６１４５　 －５．４３５３　４７７．５３７２］Ｔ

Ｉｍａｇ ［ ］ｅ２ －１．６９２９ －１．６９８６ １．３８７０ ［　 １．０１３３　 －４．０３６４　４７９．６２９０］Ｔ

Ｉｍａｇｅ３ 　１．６１５２ 　［ ］１．５９２９ ０．０８１３ ［－４８．６３７７　－１０．４８３５　４４７．４７１１］Ｔ

Ｉｍａｇｅ４ 　１．７１２６ 　［ ］１．４５６２ ０．１２５１ ［－６４．４６７７　 －６．５０７８　４３７．３４２９］Ｔ

Ｉｍａｇ ［ ］ｅ５ －１．６４６９ －１．８８１７ １．３５７１ ［　１１．８５４２　 －６．１４２３　４７５．７０６８］Ｔ

Ｉｍａｇ ［ ］ｅ６ －１．５７７９ －１．７１０７ １．４４０７ ［　１２．６３３４　 －４．７５２０　４７８．０４３４］Ｔ

Ｉｍａｇｅ７ 　１．３８９３ 　［ ］１．３９９２ ０．３２４５ ［－４８．５２７７　－１２．７２４０　４４０．２８４２］Ｔ

犳／ｍｍ 犳狓／ｐｉｘｅｌ 犳狔／ｐｉｘｅｌ 狌０／ｐｉｘｅｌ 狏０／ｐｉｘｅｌ 犽１／ｍｍ
－２ 犽２／ｍｍ

－２

１２．１２２４ ２１６５．８９２２１ ２１６３．５３７３１ ３４３．６５９５７ １８１．３６１１２ ０．００１７９００４ －０．０００８４２６７
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６　结　　论

提出了一种新型正交消隐点的摄像机标定方

法。该方法对实验环境要求低，且不需要任何精密

的机械结构来保证标定精度，仅需要常用的平面棋

盘格模板，消隐点的模型成功避免了其退化情形。

拍摄犖（犖≥３）幅图像，选取典型的 Ｈａｒｒｉｓ算法提

取角点，不需要对图像作额外的预处理，利用纹理特

征就可达到求解最佳消隐点的目的，确保了内部参

数的精度；新型改进的Ｔｓａｉ两步法大大提高了求解

外部参数的效率和精度；全局优化再次保证了标定

精度。实验结果表明，该方法确实提高了标定精度，

具有较高的可靠性和切实的实用价值，为后续的测

０２０８００１８



卢　津等：　新型正交消隐点的摄像机标定方法

量降低了积累误差，可广泛应用于计算机视觉研究、

工业三维测量与重构、道路测绘等多个领域的摄像

机标定。不足的是，虽然３幅图像可以满足标定条

件，但是标定精度的偶然误差很大，建议拍摄多幅图

像，另外，畸变系数的求解有待改进。
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