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不同压力模型下边缘去除函数对比分析
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摘要　在计算机控制光学表面成形（ＣＣＯＳ）技术中，由于边缘处压力分布的不均匀，会在工件边缘产生边缘效应，

边缘效应会严重阻碍面形误差的收敛，边缘效应问题已成为数控加工技术中亟待解决的关键问题之一。针对边缘

处压力阶跃分布模型和线性分布模型进行了理论仿真及实验验证，实验结果表明，对于方形工件，在露边量较大

（实验中露边量为去除函数束径的１／３）和露边量较小（实验中露边量为去除函数束径的１／２４）的情况下，两种模型

得到的去除函数结果相差不大，都能够在一定程度上反映出实际结果；当露边量适中（实验中露边量为去除函数束

径的１／６）时，线性模型下的去除函数更接近实验结果，阶跃模型在去除函数中心区域与实验结果偏离较大。
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１　引　　言

计算机控制光学表面成形技术（ＣＣＯＳ）是２０

世纪７０年代发展起来的一项新型光学加工技

术［１－２］，它是一种具有确定性和可重复性的定量抛

光技术，能显著提高光学加工的效率和精度。在数

控小工具抛光过程中，计算驻留时间的前提是去除

１２１６００２１
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函数稳定［３］，但当抛光模抛光工件边缘时，会有露边

现象，这种露边现象使得抛光模下的压强分布发生

变化，从而使去除函数发生变化。所以，如果在计算

工件边缘处的驻留时间时，采用的去除函数仍然是

抛光模在工件内部时的去除函数，那么算得的结果

与实际所需要的驻留时间有较大的偏差，按照这个

驻留时间进行加工，会导致在工件边缘处有“塌边”

现象。这种塌边现象会使得工件边缘处的去除量难

以控制，严重阻碍面形误差的收敛［４］。

为了解决这一问题，需要知道抛光模在工件边

缘处的实际去除情况。１）针对两种比较常见的边

缘压力分布模型：阶跃模型［５－７］和线性模型［８］，通

过理论推导，得出了两种模型在方形工件上的压力

分布；２）结合抛光模行星运动的运动方式，得出了

抛光模在方形工件边缘处的理论去除函数模型；３）

通过实验，验证了两种压力模型的有效性并且对两

种模型进行了对比分析。

２　理论建模仿真

根据普雷斯顿方程知道ｄ犺／ｄ狋＝犓犘犞，其中犓

为普雷斯顿系数，犞为光学元件表面某一点在狋时刻

与抛光模的相对运动速度，犘为该点在狋时刻的抛光

压力。当有露边现象时，主要是由于压力犘发生改变

而导致去除函数发生变化。当抛光模发生露边时，

常见的压力分布模型有线性模型和阶跃模型。

２．１　压力分布模型

２．１．１　线性模型

图１ 抛光模的露边情况示意图（线性模型）

Ｆｉｇ．１ Ｇｅｎｅｒａｌｓｃｈｅｍａｔｉｃｏｆｔｈｅｔｏｏｌｅｘｔｅｎｄｉｎｇｂｅｙｏｎｄ

ｔｈｅｅｄｇｅｏｆｔｈｅｓｑｕａｒｅｗｏｒｋｐｉｅｃｅ（ｌｉｎｅａｒｍｏｄｅｌ）

如图１所示，抛光模半径为狉，圆心为犗，露边量

为犱，则抛光模中心距工件边缘距离为狉－犱，参考坐

标系为犡犗犢，圆犗与工件边缘交点为犃、犇，与犡轴

交点为犅、犆，与犢 轴交点为犈。在线性模型中，认为

某点压力与该点到工件边缘距离成线性关系，即：

狆＝犽狔＋狆０． （１）

　　当抛光模以压力犖 作用于工件时，由垂直方向

上的力平衡及工件上犡轴上下方的力矩平衡可知：

∫
狊

狆ｄ狊＝犖， （２）

∫
ｕｐ

狔狆ｄ狊＝∫
ｄｏｗｎ

狔狆ｄ狊， （３）

结合图１由（２）、（３）式可得：

∫
犃犇犈

狆ｄ狊＝犖， （４）

∫
犃犅犆犇

狔狆ｄ狊＝∫
犅犈犆

（－狔）狆ｄ狊， （５）

由图 １ 中 几 何 关 系 可 解 得：犃 点 坐 标 为

（－ 狉２－（狉－犱）槡
２，狉－犱），犅点坐标为（－狉，０），犆

点坐标为（狉，０），犇 点坐标为（狉２－（狉－犱）槡
２，狉－

犱），犈点坐标为（－狉，０）。因为工件上犢 坐标相同区

域压强相同，所以有：

∫
犃犇犈

狆ｄ狊＝∫
狉－犱

－狉

（犽狔＋狆０）·２ 狉２－狔槡
２ｄ狔， （６）

∫
犃犅犆犇

狔狆ｄ狊＝∫
狉－犱

０
狔·（犽狔＋狆０）·２ 狉２－狔槡

２ｄ狔，

（７）

∫
犅犈犆

（－狔）·狆ｄ狊＝

∫
０

－狉

（－狔）·（犽狔＋狆０）·２ 狉２－狔槡
２ｄ狔， （８）

由（４）～（８）式联立可解得：

狆０ ＝
σ犖

σα－βγ
，犽＝

γ犖

σα－βγ
， （９）

式中

α＝２
１

２
狉２狋＋

１

４
狉２ｓｉｎ（２狋）＋

π
４
狉［ ］２ ， （１０）

β＝
２

３
［狉２－（狉－犱）

２］３／２， （１１）

σ＝
１

８
狉４狋－

１

３２
狉４ｓｉｎ（４狋）＋

π
１６
狉４， （１２）

γ＝
１

３
［狉２－（狉－犱）

２］３／２， （１３）

式中狋＝ａｒｃｓｉｎ［（狉－犱）／狉］。

将（９）式代入（１）式可得：

狆＝
σ犖

σα－βγ
＋
γ犖

σα－βγ
狔， （１４）

根据（１４）式就可以得到半径为狉的抛光模，在露边

量犱，压力为犖 时的压强分布曲线。图２为半径为

２５ｍｍ的抛光模，在露边量为１０ｍｍ，压力为３０Ｎ

时的压强分布曲线（若露边１０ｍｍ，压强仍为均匀

１２１６００２２
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分布，则为０．０１７８２ＭＰａ）。

图２ 线性模型下的接触区域内压强分布曲线

Ｆｉｇ．２ Ｃｕｒｖｅｏｆｐｒｅｓｓｕｒｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｉｎｔｈｅ

ｃｏｎｔａｃｔａｒｅａｗｉｔｈｌｉｎｅａｒｍｏｄｅｌ

２．１．２　阶跃模型

对于阶跃模型，如图３所示，接触区域可以由直

线犿分为犅、犆两部分。其中抛光模半径为狉，露边

量为犱，则犆部分宽度为狊。根据墨西哥学者提出的

阶跃分布模型，详见参考文献［５］，狊可由以下经验

公式求出：

狊＝
２（ ）狉 ·犱·（狉－犱）， （１５）

令犅区域压强为狆０，犆区域压强为狆０＋Δ狆，则由

（２）式可得：


犅

狆０ｄ狓ｄ狔＋
犆

（狆０＋Δ狆）ｄ狓ｄ狔＝犖， （１６）

又令区域犃＝犅＋犆，则犆＝犃－犅，代入（１６）式化简

可得到：

狆０·
犃

ｄ狓ｄ狔＋Δ狆·（
犃

ｄ狓ｄ狔－
犅

ｄ狓ｄ狔）＝犖，

（１７）

同理，（３）式代入化简可得：

狆０·
犃

狔ｄ狓ｄ狔＋Δ狆·（
犃

狔ｄ狓ｄ狔－
犅

狔ｄ狓ｄ狔）＝０，

（１８）

令犐犐犃 ＝
犃

ｄ狓ｄ狔，犐犐犅 ＝
犅

ｄ狓ｄ狔，犐犢犃 ＝
犃

狔ｄ狓ｄ狔，犐犢犅 ＝


犅

狔ｄ狓ｄ狔，代入（１７）、（１８）式中可以得到：

犐犐犃·狆０＋Δ狆·（犐犐犃 －犐犐犅）＝犖， （１９）

犐犢犃·狆０＋Δ狆·（犐犢犃 －犐犢犅）＝０， （２０）

由（１９）、（２０）式进一步可解得：

狆０ ＝
犖·（犐犢犃 －犐犢犅）

犐犐犃·（犐犢犃 －犐犢犅）－犐犢犃·（犐犐犃 －犐犐犅）
，

（２１）

Δ狆＝
－犖·犐犢犃

犐犐犃·（犐犢犃 －犐犢犅）－犐犢犃·（犐犐犃 －犐犐犅）
，

（２２）

这样即可解得区域犅、犆的压强。

图３ 抛光模的露边情况示意图（阶跃模型）

Ｆｉｇ．３ Ｇｅｎｅｒａｌｓｃｈｅｍａｔｉｃｏｆｔｈｅｔｏｏｌｅｘｔｅｎｄｓｂｅｙｏｎｄ

ｔｈｅｅｄｇｅｏｆｔｈｅｓｑｕａｒｅｗｏｒｋｐｉｅｃｅ（ｓｋｉｎｍｏｄｅｌ）

同样对于半径为２５ｍｍ的抛光模，在露边量为

１０ｍｍ，压力为３０Ｎ 时的压强分布曲线（若露边

１０ｍｍ，压强仍为均匀分布，则为０．０１７８２ＭＰａ）如

图４所示。

图４ 阶跃模型下的接触区域内压强分布曲线

Ｆｉｇ．４ Ｃｕｒｖｅｏｆｐｒｅｓｓｕｒｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｉｎｔｈｅｃｏｎｔａｃｔ

ａｒｅａｗｉｔｈｓｋｉｎｍｏｄｅｌ

２．２　边缘去除函数理论模型

得到边缘处压强分布情况的目的是得到边缘处

的接近实际去除情况的去除函数，将此去除函数应用

到驻留时间的求解当中，从而使得按照驻留时间进行

加工时，加工后的工件面形不会有边缘效应问题。

图５ 行星运动下的露边示意图

Ｆｉｇ．５ Ｇｅｎｅｒａｌｓｃｈｅｍａｔｉｃｏｆｔｈｅｔｏｏｌｅｘｔｅｎｄｉｎｇｂｅｙｏｎｄ

ｔｈｅｅｄｇｅｏｆｔｈｅｓｑｕａｒｅｗｏｒｋｐｉｅｃｅｗｉｔｈｐｌａｎｅｔｍｏｖｅｍｅｎｔ

如图５所示，在一双转子系统中，公转中心为

犗，露边量为犱，抛光模半径为狉０，偏心率为犲，犗１，犗２
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为抛光模在对应位置处的圆心，犘为抛光模上距公

转中心为狉１ 的一点（即犗Ｐ＝狉１），经过狋时刻，抛光

模转过θ角度（即 ∠犕犗犖 ＝θ），犘点运动到犘′点，

延长犗犘，犗犘′分别与工件边缘交于犖、犕 点，过犘′

点作平行于犡 轴的直线犘′犙 与工件边缘交于点犙。

此时公转中心距工件边缘距离为犗犖 ＝狉０＋

狉０·犲－犱，又由于∠犕犗犖＝θ，则有犗犕 ＝
犗犖
ｃｏｓθ

，又

由于Δ犗犕犖 与Δ犘′犕犙 相似，可得：

犘′犙 ＝
犗犖·犕犘′
犗犕

＝
犗犖·（犗犕 －狉１）

犗犕
，（２３）

若转动角度为θ，露边量减少狉０·犲－狉０·犲·ｃｏｓθ，即

此时抛光模的露边量犱′为

犱′＝犱－狉０·犲＋狉０·犲·ｃｏｓθ， （２４）

由（２３）、（２４）式可求得在转动角度为θ时的露边量，

以及此时点犘到工件边缘的距离，由此即可求得当

转动角度为θ时，犘点处的压强。

由（２４）式也可得出抛光模有露边时，θ的极限

值为

θ１ ＝ａｒｃｃｏｓ１－
犱

狉０·（ ）犲 ． （２５）

即当

θ１ ∈ －ａｒｃｃｏｓ１－
犱
狉·（ ）犲 ，ａｒｃｃｏｓ１－

犱
狉·（ ）［ ］犲

时，犘（狉）＝犘１；当θ不在此范围时，犘（狉）＝犘２；其中

犘１为线性模型或阶跃模型下的点犘处的压强，犘２为

压强均匀分布情况下的压强，为 犖

π·狉
２
。

对于双转子运动时的速度为

狏（狉）＝狑１·［狉
２·（１＋犳）

２
＋狉

２
０犳
２犲２－

２狉狉０犳犲（１＋犳）ｃｏｓ（θ）］
１／２， （２６）

由（２６）式及ｄ狋＝
ｄθ
狑１

可得，去除函数为

犚（狉）＝犓∫
θ２

－θ２

狆狏（狉）ｄθ， （２７）

式中当狉∈ ［０，（１－犲）狉０］时，θ２ ＝π；

当狉 ∈ ［（１－犲）狉０，（１＋犲）狉０］时，θ２ ＝

ａｒｃｃｏｓ
狉２＋（犲

２
－１）·狉０

２

２狉犲狉［ ］
０

。综上所述，综合考虑压

强狆和速度狏，可以得到去除函数为

犚（狉）＝犓·［２∫
－β

－α
狆狏（狉）ｄθ＋∫

β

－β
狆（狉）狏（狉）ｄθ］，

（２８）

式中α＝ｍａｘ［θ１，θ２］，β＝ｍｉｎ［θ１，θ２］。

３　实验设计及结果对比分析

根据以上公式，可以求得抛光模在工件边缘处

的去除函数。下面进行了工艺实验，通过实验结果

来验证两种边缘压力分布模型的有效性，以及找出

两种模型中更接近实际情况的一种压力分布模型。

实验工件为４３０ｍｍ×４３０ｍｍ 的方形工件。

采用直径为５０ｍｍ的３＃沥青抛光模，抛光粉为罗

地亚稀土抛光粉 （ＳＮＴＡＬＤ３００Ｋ），偏心距为

９．５ｍｍ（即偏心率为０．３８），数控机床压力指示器

读数为０．１５ＭＰａ，可测得的实际压力为３９．８Ｎ，采

用行 星 式 运动，其 中公、自 转速 度分别 为 ７５、

１００ｒ／ｍｍ，驻留时间均为５ｍｉｎ。用以上参数在工

件边缘处做去除函数，所做去除函数位置分别如表

１所示（犱为去除函数束径）。

表１ 实验中去除函数位置

Ｔａｂｌｅ１　Ｌｏｃａｔｉｏｎｏｆｒｅｍｏｖａｌｆｕｎｃｔｉｏｎｉｎｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ

Ｌｏｃａｔｉｏｎ
Ｄｉｓｔａｎｃｅｏｆｔｈｅｔｏｏｌｅｘｔｅｎｄｉｎｇ

ｂｅｙｏｎｄｗｏｒｋｐｉｅｃｅｉｓ犱／２４

Ｄｉｓｔａｎｃｅｏｆｔｈｅｔｏｏｌｅｘｔｅｎｄｉｎｇ

ｂｅｙｏｎｄｗｏｒｋｐｉｅｃｅｉｓ犱／６

Ｄｉｓｔａｎｃｅｏｆｔｈｅｔｏｏｌｅｘｔｅｎｄｉｎｇ

ｂｅｙｏｎｄｗｏｒｋｐｉｅｃｅｉｓ犱／３

Ｄｉｓｔａｎｃｅｂｅｔｗｅｅｎｄｗｅｌｌｐｏｉｎｔ

ａｎｄｗｏｒｋｐｉｅｃｅｂｏｒｄｅｒ／ｍｍ
３１．６２５ ２３ １１．５

　　在实际实验过程中，抛光液会有流失现象，导致

边缘处去除效率小于工件中心处的去除效率，所以

以绝对值作比较会有较大误差存在。但抛光液的流

失只会使得抛光效率下降，不会影响压力的分布情

况，从而不会影响边缘去除情况的分布比例，因此可

以先进行归一化然后与仿真结果作比较。

当露边量为１１．５ｍｍ时的加工及仿真结果如

图６所示，其中图６（ａ）为实际实验的边缘去除函数

情况（加工前后面形之差）；（ｂ）为压力分布采用线

性模型时的结果；（ｃ）为压力分布采用阶跃模型时的

结果。由于去除函数在平行于边缘方向压力分布相

同，只需关注在垂直于边缘方向的压力分布，即只需

比较在垂直于边缘方向的去除函数情况，所以可以

取每一去除函数的过圆心的轮廓线作比较，如图７

所示。
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吉建伟等：　不同压力模型下边缘去除函数对比分析

图６ 实验结果与仿真结果。（ａ）实验结果；（ｂ）线性压力模型下仿真结果；（ｃ）阶跃压力模型下仿真结果

Ｆｉｇ．６ Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｎｄｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ．（ａ）Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｒｅｓｕｌｔｓ；（ｂ）ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｗｉｔｈｌｉｎｅａｒｐｒｅｓｓｕｒｅ

ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｍｏｄｅｌ；（ｃ）ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｗｉｔｈｓｋｉｎｐｒｅｓｓｕｒｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｍｏｄｅｌ

图７ 露边量为犱／６情况下实验及仿真结果中心剖面图

Ｆｉｇ．７ Ｃｅｎｔｅｒｐｒｏｆｉｌｅｏｆｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｎｄｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｗｈｅｎｔｈｅｄｉｓｔａｎｃｅｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｗｏｒｋｐｉｅｃｅａｎｄｔｈｅｔｏｏｌｂｏｒｄｅｒｓｉｓ犱／６

图８ 实验及仿真结果中心剖面图。（ａ）露边量为犱／２４；（ｂ）露边量为犱／３

Ｆｉｇ．８ Ｃｅｎｔｅｒｐｒｏｆｉｌｅｏｆｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｎｄｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ．（ａ）Ｄｉｓｔａｎｃｅｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｗｏｒｋｐｉｅｃｅａｎｄｔｈｅｔｏｏｌｂｏｒｄｅｒｓｉｓ犱／２４；

（ｂ）ｄｉｓｔａｎｃｅｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｗｏｒｋｐｉｅｃｅａｎｄｔｈｅｔｏｏｌｂｏｒｄｅｒｓｉｓ犱／３

　　同理可得到露边量分别为犱／２４和犱／３时的中

心剖线图，如图８所示。

由图７和８可知，露边量较大（犱／３）及较小

（犱／２４）时，两种模型虽然相差不大，但线性模型更
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接近实验结果；当露边量适中（犱／６）时，阶跃模型与

实验结果存在较大误差。

４　结　　论

在小磨头行星运动状态下加工方形工件时，边

缘去除函数的线性模型和阶跃模型分别做出了理论

仿真，并通过实验验证了两种压力模型的有效性，得

出线性模型下的边缘去除函数更加接近实验结果这

一结论。为后面用驻留时间算法补偿边缘效应时采

用何种模型的去除函数做出了理论及实验的验证，

为解决ＣＣＯＳ技术中的边缘效应问题奠定了基础。
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