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摘要　推导出了高斯 谢尔（ＧＳＭ）光束通过非Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ湍流大气传输的瑞利区间狕Ｒ 和湍流距离狕Ｔ 解析表达

式，并研究了湍流参量（广义指数α、内尺度犾０ 及外尺度犔０）对部分相干光扩展的影响。研究表明，随着α的增大，狕Ｒ

先减小而后增大，且在α＝３．１１处时存在极小值，即光束扩展的极大值。狕Ｒ 随犔０ 的减小而增大（仅当３．６＜α＜４

时）；狕Ｒ 随犾０的增大而增大。当α＞３．１１时，α越大，犾０对于狕Ｒ的影响越小。值得指出的是：若相干参数β或束腰半径

狑０较小时，不论α取何值，在瑞利范围之内，湍流大气对光束扩展几乎不构成影响；相反，β或狑０取较大值，不论α取

何值，在瑞利区间范围内湍流大气对光束扩展都会产生明显的影响。此外，若β或狑０ 取值在一定范围内，湍流大气

是否能在瑞利区间范围内对光束扩展构成影响将与广义指数α相关。
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１　引　　言

激光束的大气传输因与卫星遥感、监测、光学雷

达及远距离光通讯等应用有关而受到科研工作者的

关注［１］。湍流大气是一个相当复杂的环境，难以找

到普适性理论，这就需要在简化的物理模型下进行

数值计算，力求得到与实验相符的结果。近年来，科

研工作者对于激光束在大气湍流中的传输问题作了

大量的研究［２－７］，并证实部分相干光较完全相干光

受大气湍流的影响要小。然而，这些研究仅针对理

想湍流大气，如Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ湍流大气模型，所得理

论研究结果与实验数据也存在一定偏差。最近，

Ｔｏｓｅｌｌｉ等
［８］提出非Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ湍流模型较适合于

复杂的大气环境。基于该模型，国内外科研工作者

于近期对激光束在此种湍流中的传输特性开展了一

系列研究［９－１３］。

另一方面，激光束在湍流中传输的重要特性之

一就是光束扩展，对此已做了不少研究［１４－２０］。２００６

年，吕百达等［１８］对部分相干双曲余弦高斯光束通过

湍流大气的光束扩展进行了讨论。２００９年，本课题

组研究了环状光束在湍流中的扩展，并发现光束遮

拦比ε、阶数犕、波长λ越大，束腰半径狑０越小，则环

状光束受大气湍流的影响就越小［１９］。２０１１年，刘飞

等［２０］求解出部分相干双曲余弦高斯列阵光束的湍

流距离的半解析表达式，并研究了湍流距离随光束

参数、湍流强度及光束叠加方式的变化情况。

在激光理论中，瑞利区间与湍流距离都是用来

定量描述湍流对光束扩展影响的物理量，各自从不

同角度描述光束的扩展及湍流对其扩展的影响。本

文推 导 出 了 高 斯 谢 尔 （ＧＳＭ）光 束 通 过 非

Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ湍流大气传输的瑞利区间和湍流距离

解析表达式，并研究了湍流参量（广义指数α、内尺

度犾０ 及外尺度犔０）对瑞利区间的影响。此外，利用

广义指数及光束参数，具体比较了湍流距离与瑞利

区间的大小，得到了一些对实际激光远程大气传输

有意义的结果，并给予了相关的物理解释。

２　理论推导

２．１　二阶矩宽度

假设一ＧＳＭ 光束沿狕轴在狕＞０的湍流大气

中传输，ＧＳＭ光束在Ｃａｒｔｅｓｉａｎ坐标中狕＝０处的互

谱密度函数表示为［２１］

犠
（０）（狓′１，狓′２，狕＝０，ω）＝ｅｘｐ －

狓′２１
狑２０
＋
狓′２２
狑（ ）［ ］２
０

ｅｘｐ －
（狓′１－狓′２）

２

２σ［ ］２
０

， （１）

式中狑０ 表示束腰半径，σ０ 表示在狕＝０处光束的横向相干长度。

基于广义惠更斯 菲涅耳原理，ＧＳＭ光束通过大气湍流传输在狕平面处的光强为
［１］

＜犐（狓，狕）＞＝
犽
２π狕∫∫ｄ狓′１ｄ狓′２犠

（０）（狓′１，狓′２，狕＝０，ω）ｅｘｐ
ｉ犽
２狕

狓－狓′（ ）１
２
－ 狓－狓′（ ）２［ ］｛ ｝２

×

＜ｅｘｐ［ψ
（狓，狓′１，狕）＋ψ（狓，狓′２，狕）］＞ｍ， （２）

式中犽＝ω／犮（犮为光在真空中的传播速度）为波数，ψ（狓′，狓）为湍流介质特性决定的复相位函数，＜＞ｍ为集

合平均， 表示取共轭。且
［２］

＜ｅｘｐ［ψ
（狓，狓′１，狕）＋ψ（狓，狓′２，狕）］＞ｍ ＝ｅｘｐ －４π

２犽２狕∫
１

０
∫

!

０

犽Φ狀（犽，α）１－Ｊ０（κξ狓′２－狓′１［ ］）ｄκｄ｛ ｝ξ ，（３）
式中Ｊ０（）为零阶Ｂｅｓｓｅｌ函数，Φ狀（κ，α）表示大气湍流的折射率起伏空间功率谱。

二阶矩宽度可定义为［１４］

狑２（狕）＝
４∫狓

２犐（狓，狕，ω）ｄ狓

∫犐（狓，狕，ω）ｄ狓
． （４）

　　为便于积分运算，引入新的中心坐标系变量狌＝
狓′１＋狓′２
２

，狏＝狓′２－狓′１。并将（１）～（３）式均代入（４）式，采

用积分变换技术，通过复杂的积分运算可得ＧＳＭ光束通过湍流传输的二阶矩宽度表达式

狑２（狕）＝σ
２
Ｉ＋σ

２
Ｊ狕
２
＋犉狕

３
＝狑

２
０＋

４

犽狑２
０

１＋
１

β
（ ）２ 狕２＋８π

２狕３

３∫
!

０
κ
３
Φ狀（犽，α）ｄκ， （５）

（５）式与文献［１４］中（３２）式表述一致，其中光束相干参数β＝σ０／狑０
［２１］。
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汤明癑等：　非Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ湍流对高斯－谢尔光束的瑞利区间和湍流距离的影响

若光束在自由空间中传输，则（５）式化简为

狑２（狕）狘ｆｒｅｅ＝σ
２
Ｉ＋σ

２
Ｊ狕
２
＝狑

２
０＋

４

犽２狑２０
１＋

１

β
（ ）２ 狕２． （６）

在本文中，湍流模型采用非Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ统计，则Φ狀（κ，α）可表示为
［８］

Φ狀（κ，α）＝犎（α）珟犆
２
狀

ｅｘｐ －（κ
２／κ

２
ｍ［ ］）

（κ
２
＋κ

２
０）
α／２

，　０≤κ＜ !

，　３＜α＜４， （７）

式中κ０＝２π／犔０（犔０是湍流的外尺度），κｍ＝犮（α）／犾０（犾０为湍流的内尺度），珟犆
２
狀为广义折射率结构常数，单位为

ｍ３－α。此外，犎（α）＝Γ（α－１）ｃｏｓ（απ／２）／４π
２，犮（α）＝ Γ（５－α／２）·犎（α）·２／（３π［ ］）１／（α－５），其中 ，Γ（）为

伽玛函数，α为湍流广义指数。因而，在（５）式中，大气湍流量犉＝
８π

２

３∫
!

０
κ
３
Φ狀（犽，α）ｄκ与广义指数α、内尺度犾０

及外尺度犔０ 相关。若α＝１１／３，犎（１１／３）＝０．０３３，珟犆
２
狀 ＝犆

２
狀，则（７）式简化为常规 Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ功率谱

［８］。

２．２　瑞利区间

在自由空间中，瑞利区间狕Ｒ ｆｒｅｅ定义为光束横

截面积扩展到源场（狕＝０）处两倍时光束所传输的距

离［２２］，因而由（６）式可得

狑２（狕Ｒ ｆｒｅｅ）＝σ
２
Ｉ＋σ

２
Ｊ狕
２
Ｒ ｆｒｅｅ＝２σ

２
Ｉ， （８）

求解（８）式可得到ＧＳＭ 光束通过自由空间传输的

瑞利区间为

狕Ｒ ｆｒｅｅ＝
σＩ

σＪ
＝

犽狑２
０β

２ β
２
＋槡 １
． （９）

　　另一方面，光束在湍流大气中传输亦有其瑞利

区间狕Ｒ，且湍流中瑞利区间狕Ｒ 定义与自由空间中

的一致，即由（５）式可得方程

狑２（狕Ｒ）＝σ
２
Ｉ＋σ

２
Ｊ狕
２
＋犉狕

３
＝２σ

２
Ｉ， （１０）

求解（１０）式可得ＧＳＭ光束通过湍流大气传输的瑞

利区间

狕Ｒ ＝
１

３犉
犆＋

σ
４
Ｊ

犆
－σ（ ）２Ｊ ， （１１）

式中

犆＝
２７

２
σ
２
Ｉ犉

２
－σ

６
Ｊ＋
３

２
犉σＩ ８１σ

２
Ｉ犉

２
－１２σ（ ）６Ｊ

１／［ ］２
１／３

．

（１２）

　　（９）式及（１１）式分别为ＧＳＭ 光束在自由空间

和非Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ湍流大气中瑞利区间的解析式。

在湍流中，它除了与光束参数狑０、σ０ 及λ有关，还与

广义指数α、外尺度犔０ 及内尺度犾０ 有关。

２．３　湍流距离

湍流距离狕Ｔ 是定量描述湍流对光束扩展影响的

物理量，其定义为由于湍流大气导致光束横截面积扩

展达湍流中该处横截面积１０％时的距离，即
［１４］

狑２（狕Ｔ）－狑
２（狕Ｔ）狘ｆｒｅｅ

狑２（狕Ｔ）
＝１０％． （１３）

　　将（５）式、（６）式代入（１３）式，得狕Ｔ 满足三次方

程，即

９犉狕３Ｔ－σ
２
Ｊ狕
２
Ｔ－σ

２
Ｉ ＝０， （１４）

求解（１４）式，有唯一实解，即

狕Ｔ ＝
１

２７犉

１
３

槡２
１０犇１

／３
＋

３

槡４σ
４
Ｊ

１０犇１
／（ ）３ ＋σ［ ］２Ｊ ，（１５）

式中

犇＝

２７犉σＩ ６５６１犉２σ
２
Ｉ＋１２σ槡

６
Ｊ＋２σ

６
Ｊ＋２１８７犉

２
σ
２（ ）Ｉ ／１０００，

（１６）

（１５）式为ＧＳＭ 光束传输于非 Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ湍流大

气的湍流距离狕Ｔ 解析式，广义指数α、外尺度犔０ 及

内尺度犾０ 对狕Ｔ 有一定影响。显然，湍流距离狕Ｔ 表

征湍流对光束扩展的影响，即狕Ｔ 越大，则光束扩展

受湍流影响就越小。

３　数值计算与分析

目前，已有文献［２２］研究了部分相干光在湍流

大气中瑞利区间随光束参数的变化规律，并得到一

些有意义的结果。而本文中湍流模型采用非

Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ统计，因而可根据（１１）式讨论不同广义

指数α、内尺度犾０ 及外尺度犔０ 下瑞利区间的变化。

当α＝１１／３，珟犆
２
狀 ＝犆

２
狀，湍 流 模 型 简 化 为 常 规

Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ功率谱，图１给出了自由空间及湍流大

气中瑞利区间随折射率结构常数犆２狀 的变化，其中计

算参数λ＝１．０６×１０
－６ ｍ、狑０＝０．０２ｍ、β＝１、犔０＝

２０ｍ、犾０＝０．０１ｍ。由图１可知，自由空间中的瑞利

区间狕Ｒ ｆｒｅｅ不随犆
２
狀 发生变化，等于８３８．３ｍ；而湍流

大气中的狕Ｒ 值始终小于狕Ｒ ｆｒｅｅ，并随犆
２
狀 的增大而

单调递减；狕Ｒ 与狕Ｒ ｆｒｅｅ差值随犆
２
狀 的增大而增大。造

成该现象的原因是湍流使得光束扩展，因而瑞利区

间缩短；湍流强度越大，瑞利区间则越短，狕Ｒ 与

狕Ｒ ｆｒｅｅ之差则越大。图２和图３分别为ＧＳＭ光束在

非Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ湍流大气中的瑞利区间狕Ｒ 对不同
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外尺度犔０ 及内尺度犾０ 随广义指数α的变化图，其

中珟犆２狀＝２×１０
－１５ ｍ３－α，图２中犾０＝０．０１ｍ，图３中

犔０＝２０ｍ，其余参数与图１一致。图２表明不同犔０

下的狕Ｒ 之间几乎没有差别，只有在α＞３．６时才能

呈现出差别，α＞３．６时，狕Ｒ 随犔０ 的增大而减小。由

图３可以看出，狕Ｒ 随犾０ 的增大而增大；当α＞３．１１

时，随着α的增大各条曲线之间的差别在逐渐缩小，

即广义指数α越大，内尺度犾０ 对于瑞利区间的影响

越小。此外，由图２、图３可以发现，瑞利区间狕Ｒ 随

α的变化并未单调，而是先减小后增大，在α＝３．１１

处时存在极小值。为合理解释上述现象，引入湍流

项犉在不同犔０ 及犾０ 下随α的变化图，见图４及图

５。图４中，当３＜α＜３．６时，湍流项犉不随犔０ 的变

化而变化；而在α＞３．６时，犔０ 越大，则湍流项犉越

大，湍流使得光束扩展越厉害，即瑞利区间越短。另

外，湍流项犉是一个有关α、犔０ 及犾０ 的函数，当α＝

３．１１时，犉有一极大值（由
犉

α
＝０可确定），显然，极

大湍流值会导致极大的光束扩展，即出现瑞利区间

的极小值。图５表明，犾０ 越大，湍流项犉越小，光束

扩展则越小，这导致瑞利区间越大。此外，在

３．１１＜α＜４范围内，各条曲线随α增大而逐渐靠拢，

这说明随着广义指数α增大，内尺度对于湍流大小的

影响在逐渐变小，这也将决定其对瑞利区间的影响。

图１ 狕Ｒ 随犆
２
狀 的变化

Ｆｉｇ．１ 狕Ｒｖｅｒｓｕｓ犆
２
狀

与瑞利区间类似，湍流距离可以用来定量地描

述湍流大气对光束扩展的影响，湍流距离越短则说

明湍流对光束扩展的影响越大。因而，可以断定湍

流距离狕Ｔ 随湍流参量（广义指数α、内尺度犾０ 及外

尺度犔０）的变化趋势与瑞利区间随各参量的变化趋

势必然一致，故在此不做重复讨论。值得指出的是

本文推导出了湍流距离狕Ｔ 的解析表达式，但以往文

献［１９－２０］对于狕Ｔ 的近似求解都是在狕Ｔ狕Ｒ 与

狕Ｔ狕Ｒ 两种特殊条件下完成。因而，狕Ｔ 与狕Ｒ 大小

图２ 不同犔０ 下，狕Ｒ 随α的变化

Ｆｉｇ．２ 狕Ｒｖｅｒｓｕｓαｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｖａｌｕｅｓｏｆ犔０

图３ 不同犾０ 下，狕Ｒ 随α的变化

Ｆｉｇ．３ 狕Ｒｖｅｒｓｕｓαｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｖａｌｕｅｓｏｆ犾０

图４ 不同犔０ 下，犉随α的变化

Ｆｉｇ．４ 犉ｖｅｒｓｕｓαｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｖａｌｕｅｓｏｆ犔０

图５ 不同犾０ 下，犉随α的变化

Ｆｉｇ．５ 犉ｖｅｒｓｕｓαｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｖａｌｕｅｓｏｆ犾０

的比较值得讨论。本文引入狕Ｔ 与狕Ｒ 的比值狕Ｔ／狕Ｒ
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在不同光束参数（光束相干参数β、束腰狑０）下随广

义指数α作图，见图６及图７。其中，计算参数λ＝

１．０６×１０－６ｍ、犔０＝２０ｍ，图６中狑０＝０．０２ｍ，图７

中β＝０．１５。由图６可知，随着光束相干参数β的增

大，狕Ｔ／狕Ｒ 将逐渐减小。当β＝０．１２时，不论α取何

值，狕Ｔ／狕Ｒ 始终大于１，即在瑞利区间范围内，湍流大

气对光束扩展几乎没有影响。当β＝０．１５，曲线

狕Ｔ／狕Ｒ将被分为三个部分：３＜α＜３．０２时，狕Ｔ＞狕Ｒ；

３．０２＜α＜３．３２时，狕Ｔ＜狕Ｒ；３．３２＜α＜４时，狕Ｔ＞狕Ｒ，

这说明不同的广义指数α将决定是否在瑞利区间范

围内湍流大气就能对光束扩展构成影响。在β＝

０．２２情况下，若３＜α＜３．６７，狕Ｔ＜狕Ｒ，即湍流大气对

光束扩展在瑞利区间内就产生了影响；相反，３．６７＜

α＜４时，狕Ｔ＞狕Ｒ，即瑞利区间范围内湍流大气对光

束扩展几乎不构成影响。当β＝０．３５，不论α取何

值，狕Ｔ／狕Ｒ 均小于１，即在瑞利区间范围内，湍流大气

对光束的扩展是有一定影响的。图７显示束腰半径

狑０ 越大，狕Ｔ／狕Ｒ 则越小。在狑０ 较小时，不论α取何

值，只有在瑞利范围之外，湍流大气才能对光束扩展

构成影响；相反，狑０ 取较大值，不论α取何值，在瑞

利区间范围内湍流大气对光束扩展都会产生明显的

影响。此外，若狑０ 取值在一定范围内，湍流大气是

否在瑞利区间范围内就能对光束扩展构成影响将与

广义指数α相关。

图６ 不同β下，狕Ｔ／狕Ｒ 随α的变化

Ｆｉｇ．６ 狕Ｔ／狕Ｒｖｅｒｓｕｓαｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｖａｌｕｅｓｏｆβ

以上结果的物理解释如下：光束在湍流大气中

的扩展由两方面的因素决定，一是自由空间的衍射，

二是湍流大气。光束相干参数β、束腰半径狑０ 越

小，则光束原有的光束扩展越厉害，光束受湍流的影

响就越小，即狕Ｔ／狕Ｒ 越大。另一方面，图４已展示湍

流大小与广义指数α的关系，这说明α将影响到

狕Ｔ／狕Ｒ的大小。综上所述，湍流大气是否在瑞利区间

范围内就能对光束扩展构成影响将由光束参数及广

义指数α决定。

图７ 不同狑０ 下，狕Ｔ／狕Ｒ 随α的变化

Ｆｉｇ．７ 狕Ｔ／狕Ｒｖｅｒｓｕｓαｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｖａｌｕｅｓｏｆ狑０

４　结　　论

推导出了ＧＳＭ 光束通过非 Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ湍流

大气传输的瑞利区间狕Ｒ 和湍流距离狕Ｔ 解析表达

式，并研究了非 Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ湍流大气的湍流参量

（广义指数α、内尺度犾０ 及外尺度犔０）对部分相干光

扩展的影响。研究结果表明，１）湍流中的狕Ｒ 值随

湍流的增强而逐渐减小，且始终小于自由空间中

狕Ｒ ｆｒｅｅ；２）非Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ湍流中的狕Ｒ 随α先减小

后增大，且在α＝３．１１处时存在极小值，即光束扩展

的极大值；３）狕Ｒ 随犔０ 的增大而减小（仅在３．６＜

α＜４时），即此时犔０ 越大，光束扩展越厉害；狕Ｒ 随犾０

的增大而增大，即犾０ 越小，光束扩展越厉害；另外，

当α＞３．１１时，广义指数α越大，犾０ 对于瑞利区间狕Ｒ

的影响越小。

另一方面，在不同光束参数及广义指数α下对

湍流距离狕Ｔ 和瑞利区间狕Ｒ 的大小进行了比较，研

究表明：若光束相干参数β或束腰半径狑０ 较小时，

不论α取何值，在瑞利范围之内，湍流大气对光束扩

展几乎不构成影响；相反，β或狑０ 取较大值，不论α

取何值，在瑞利区间范围内湍流大气对光束扩展都

会产生明显的影响。此外，若β或狑０ 取值在一定范

围内，湍流大气是否在瑞利区间范围内就能对光束

扩展构成影响将与广义指数α相关。
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