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基于激光多边法的坐标测量系统布局优化
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摘要　基于激光多边法的坐标测量系统可实现无目标点自标定，其测量精度受到自标定精度的影响。而系统的布局方式

是自标定精度主要影响因素之一。通过对无目标点自标定模型误差传递规律的理论分析，对系统的布局方式进行优化，

优化结果为直角三棱锥布局。仿真结果表明，直角三棱锥布局提高了自标定精度，从而保证了系统的测量精度。
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１　引　　言

目前工业领域特别是船舶、航空航天和核工业

等大型装备制造业对大尺寸测量的需求日益强劲，

而应用于大尺寸测量的方法大约有１０种，它们各有

优缺点［１－６］。在此背景下，提出了基于激光多边法

的坐标测量系统，该系统利用无线传感网络定位的

无方向特性引导激光进行精确定位，且在精确定位

中仅采用距离信息，因而可具有很高的精度［７］。

系统在实际应用时包含自标定和实际测量两个

阶段，因此系统的自标定精度直接影响系统的测量精

度。而系统的布局方式对其自标定精度有很大的影

响。从所查阅的参考文献来看［８－１０］，国内外对基于多

边法的坐标测量系统布局方式的研究并不多。参考

文献［８］给出了系统布局限制条件，但若仅仅遵从这

些限制条件，对提高系统的自标定精度还远远不够；

参考文献［９］从系统自标定数学模型的雅克比矩阵出

发，同样只是分析了系统的布局限制条件，而且这种

系统为二维坐标测量系统；参考文献［１０］以被测点的

位置几何精度衰减因子（ＰＤＯＰ）最小为目标进行优

化，得到了四路激光跟踪三维坐标测量系统的最佳布

局方案，但由于四路激光跟踪三维坐标测量系统中采

用的是相对距离信息，而基于激光多边法的坐标测量

系统采用的为绝对距离信息，因此二者测量数学模型

并不相同，因此参考文献［１０］中的方法并不适合基于

激光多边法的坐标测量系统布局优化。

本文简要介绍了基于激光多边法的坐标测量系
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统的测量原理和无目标点自标定模型，再通过对自

标定模型误差传递规律的理论分析，对系统布局方

式进行优化。

２　系统测量原理及无动点自标定模型

２．１　系统测量原理

图１是基于激光多边法坐标测量系统的基本构

成示意图。系统主要由测量基站、目标基站和数据

处理系统构成，其中测量基站集成了无线传感网络

信标节点、激光绝对测距传感器和可控二维旋转机

构；目标基站主要由无线传感网络目标节点、靶镜和

可控二维旋转机构构成。系统的测量过程是利用无

线传感网络的粗略定位作用引导各测量基站中的激

光绝对测距传感器分别对目标进行精确测距，再由

空间距离交汇公式进行精确定位。

图１ 系统基本构成示意图

Ｆｉｇ．１ Ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

图２ 系统测量原理示意图

Ｆｉｇ．２ Ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍ

ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｐｒｉｎｃｉｐｌｅ

图２是系统的测量原理示意图。现假设测量基

站 Ｍ犻坐标为（狓ｍ犻，狔ｍ犻，狕ｍ犻）（犻＝１，２，…，狀），再设所

求目标基站Ｔ的坐标为（狓Ｔ，狔Ｔ，狕Ｔ），犱犻（犻＝１，２，

…，狀）为第犻个测量基站到目标基站Ｔ之间的距离，

则由空间两点间距离公式可得

（狓ｍ犻－狓Ｔ）
２
＋（狔ｍ犻－狔Ｔ）

２
＋（狕ｍ犻－狕Ｔ）

２
＝犱

２
犻，

（１）

式中犻＝１，２，…，狀。显然当狀≥３时，（１）式可解。

２．２　无动点自标定模型

系统在实际应用时须首先确定测量基站的坐

标，即系统的标定问题。无动点自标定模型是在参

考文献［１１］的思想基础上，结合本系统自身特点提

出的。该模型不通过增加目标点来增加方程个数，

而是完全依靠系统的测量基站本身来完成自标定。

现假定有狀个测量基站，定义各测量基站的坐

标集合犘＝［狓ｍ１，狔ｍ１，狕ｍ１，…，狓ｍ犻，狔ｍ犻，狕ｍ犻］，（犻＝１，

２，…，狀）为系统参数，并按照以下方式合理建立右

手坐标系：以测量基站 Ｍ１ 为坐标系原点，测量基站

Ｍ２在狓轴正方向上，测量基站Ｍ３在狓狅狔面内，则系

统未知参数个数减少为３狀－６，而所有测量基站间

的距离总数，即可得方程个数为Ｃ２狀＝狀（狀－１）／２。当

测量基站总数狀满足

狀（狀－１）／２≥３狀－６， （２）

系统可实现自标定。

由（２）式解得狀≥４或狀≤３。

考虑到狀≥３，因此系统利用无动点模型实现自

标定测量基站个数最少为３个。但冗余测量可有效

提高系统的测量精度，同时考虑系统的成本，在实际

构建系统时，使系统有一个冗余度，即测量基站个数

为４个。此时系统的无动点自标定模型为

狓ｍ１ ＝狔ｍ１ ＝狕ｍ１ ＝狔ｍ２ ＝狕ｍ２ ＝狕ｍ３ ＝０

（狓ｍ２）
２
＝犱

２
２１

（狓ｍ３）
２
＋（狔ｍ３）

２
＝犱

２
３１

（狓ｍ４）
２
＋（狔ｍ４）

２
＋（狕ｍ４）

２
＝犱

２
４１， （３）

（狓ｍ３－狓ｍ２）
２
＋（狔ｍ３）

２
＝犱

２
３２

（狓ｍ４－狓ｍ２）
２
＋（狔ｍ４）

２
＋（狕ｍ４）

２
＝犱

２
４２

（狓ｍ４－狓ｍ３）
２
＋（狔ｍ４－狔ｍ３）

２
＋（狕ｍ４）

２
＝犱

２
４

烅

烄

烆 ３

式中犱犼犻（犼＞犻，犻＝１，２，３，犼＝２，３，４）表示第犼个

测量基站到第犻个测量基站之间的距离。

３　系统布局优化

从（１）式很容易可以看出，影响系统测量精度的

因素除了传感器测距精度外，还有各测量基站的坐

标精度，即系统的自标定精度。而系统的自标定精

度，从（３）式似乎只能看出其影响因素只有传感器测

距精度。事实上，系统的自标定精度还受到测量基

站的布局方式的影响，且当传感器测距精度较高时，

布局方式对自标定精度的影响更大。下面将通过对

无目标点自标定模型误差传递规律的理论分析来说

明这一点，并同时对系统进行布局优化。

（３）式似乎是一个较复杂的非线性方程组，求解
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比较困难。实际上其解可表达为

狓ｍ２ ＝±犱２１

狓ｍ３ ＝
犱２３２－犱

２
３１－（狓ｍ２）

２
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烅

烄

烆 ２

， （４）

式中的正负号依据坐标系的建立方式及测量基站实

际布局加以取舍。

现将激光绝对测距传感器的测距精度以标准差

形式表示为σ犱，对（４）式中的各项应用误差传递公

式［１２］，结果表示为
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犱（ ）
４３

２

σ
２
犱
４３
＋
狔ｍ４

犱（ ）
４１

２

σ
２
犱
４１
＋
狔ｍ４

犱（ ）
３１

２

σ
２
犱
３１
＋
狔ｍ４

狓（ ）
ｍ３

２

σ
２
狓
ｍ３
＋
狔ｍ４

狓（ ）
ｍ４

２

σ
２
狓
ｍ４
＋
狔ｍ４

狔（ ）
ｍ３

２

σ
２
狔槡 ｍ３
＝

　 　
犱２４３

狔
２
ｍ３

σ
２
犱
４３
＋
犱２４１

狔
２
ｍ３

σ
２
犱
４１
＋
犱２３１

狔
２
ｍ３

σ
２
犱
３１
＋
狓２ｍ４

狔
２
ｍ３

σ
２
狓
ｍ３
＋
狓２ｍ３

狔
２
ｍ３

σ
２
狓
ｍ４
＋
１

４

犱２４３－犱
２
４１－犱

２
３１＋２狓ｍ３狓ｍ４

狔
２（ ）
ｍ３

２

σ
２
狔槡 ｍ３

σ狕
ｍ４
＝

狕ｍ４

犱（ ）
４１

２

σ
２
犱
４１
＋
狕ｍ４

狓（ ）
ｍ４

２

σ
２
狓
ｍ４
＋
狕ｍ４

狔（ ）
ｍ４

２

σ
２
狔槡 ｍ４
＝

　 　
犱２４１

犱２４１－狓
２
ｍ４－狔

２
ｍ４

σ
２
犱
４１
＋

狓２ｍ４
犱２４１－狓

２
ｍ４－狔

２
ｍ４

σ
２
狓
ｍ４
＋

狔
２
ｍ４

犱２４１－狓
２
ｍ４－狔

２
ｍ４

σ
２
狔槡

烅

烄

烆 ｍ４

．（５）

针对（５）式，作以下几点讨论：

１）所有系统未知参数的标定精度（即标准差）

均与σ犱 有关，其中σ狓
ｍ２
仅与σ犱 有关，其他未知参数

的精度存在误差累积，如σ狔ｍ４ 与σ狓ｍ３、σ狓ｍ４ 和σ狔ｍ３ 亦

有关，这是由于合理建立坐标系导致的；

２）除σ狓
ｍ２
外，其他未知参数的精度表达式中均

含有较复杂的误差传递系数，如σ狓
ｍ３
中的误差传递

系数为 犱２３２＋犱
２
３１

狓２ｍ２
＋
１

４

犱２３２－犱
２
３１

狓２ｍ２
＋（ ）１槡

２

，这些误差

传递系数与测量基站之间的距离相关，因此从几何

上来看，这些误差传递系数取决于测量基站的布局

方式，即系统的自标定精度受到测量基站的布局方

式的影响；

３）仔细观察σ狔ｍ３ 和σ狕ｍ４ 的表达式，发现如果令

狓ｍ３ ＝狓ｍ４ ＝狔ｍ４ ＝０，则σ狔ｍ３ 和σ狕ｍ４ 可消除误差累
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积。而当狓ｍ３ ＝狓ｍ４ ＝狔ｍ４ ＝０，此时系统的布局方

式为：测量基站 Ｍ１ 处于坐标原点犕１ 位置，测量基

站 Ｍ２、Ｍ３和Ｍ４分别位于狓轴犕２点、狔轴犕３点和

狕轴犕４点上。在该布局方式中，犕１犕２、犕１犕３和犕１

犕４两两正交，即犕１、犕２、犕３和犕４四个点在空间中

所构成的三棱锥有三个侧面两两垂直，定义此三棱

锥为直角三棱锥，从而可以将此布局方式定义为直

角三棱锥布局，其示意图如图３所示。

图３ 直角三棱锥布局示意图

Ｆｉｇ．３ Ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｏｆｔｒｉｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒｐｙｒａｍｉｄｌａｙｏｕｔ

将狓ｍ３ ＝狓ｍ４ ＝狔ｍ４ ＝０代入（５）式，结果为

σ狓
ｍ２
＝σ犱

２１
＝σ犱

σ狓
ｍ３
＝ ２１＋

狔
２
ｍ３

狓２（ ）槡 ｍ２

σ犱

σ狔ｍ３ ＝σ犱３１ ＝σ犱

σ狓
ｍ４
＝ ２１＋

狕２ｍ４
狓２（ ）槡 ｍ２

σ犱

σ狔ｍ４ ＝ ２１＋
狕２ｍ４

狔
２（ ）槡 ｍ３

σ犱

σ狕
ｍ４
＝σ犱

４１
＝σ

烅

烄

烆 犱

． （６）

从（６）式可以看出，直角三棱锥布局方式下的σ狓
ｍ２
、

σ狔ｍ３ 和σ狕ｍ４ 均仅与σ犱有关，而σ狓ｍ３、σ狓ｍ４ 与σ狔ｍ４ 中的误

差累积项也得以消除，表达式也大大简化。从σ狓
ｍ４
和

σ狔ｍ４ 的表达式中似乎可以判定，令狕ｍ４ ＝０可以使

σ狓
ｍ４
和σ狔ｍ４ 进一步减小，但事实上当狕ｍ４＝０时，此时

测量基站Ｍ４与测量基站Ｍ１重合，不符合系统需通

过冗余测量提高精度的要求。仅从自标定的角度来

考虑，狓ｍ２ 是越大越好，狕ｍ４ 是越小越好，但若以测量

的角度来考虑，情况并非如此。而对于狔ｍ３，σ狓
ｍ３
的表

达式要求其越小越好，σ狔ｍ４ 则要求其越大越好，这已

经构成一对矛盾。有关系统的最佳布局问题，即

狓ｍ２、狔ｍ３ 和狕ｍ４ 究竟该如何取值，将在后续研究中进

行论述。

另外一种特殊的布局方式：犕１、犕２、犕３ 和 犕４

四点构成正四面体，即正四面体布局，比较令人容易

想到。假设正四面体的棱长为犾，则此布局示意图如

图４所示。将正四面体布局下各系统参数代入

（５）式，所得结果为

σ狓
ｍ２
＝σ犱

２１
＝σ犱

σ狓
ｍ３
＝
３

２
σ犱

σ狔ｍ３ ＝
槡５ ３
６
σ犱

σ狓
ｍ４
＝
３

２
σ犱

σ狔ｍ４ ＝
６１９

槡１０８σ犱

σ狕
ｍ４
＝

６６１

槡２１６σ

烅

烄

烆
犱

． （７）

图４ 正四面体布局示意图

Ｆｉｇ．４ Ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｏｆｒｅｇｕｌａｒｔｅｔｒａｈｅｄｒｏｎｌａｙｏｕｔ

４　仿　　真

为了验证以上理论分析的正确性，利用 Ｍａｔｌａｂ

软件进行了仿真。仿真中采用三种布局方式，其中

第一种为直角三棱锥布局，第二种为正四面体布局，

第三种布局为符合参考文献［８］所提限制条件的一

般布局方式。为了便于比较，直角三棱锥布局的

狓ｍ２、狔ｍ３和狕ｍ４保持与其他两种布局方式一致。各布

局方式下的系统未知参数如表１所示。

仿真分为两组对比实验：一组为布局方式１和

布局方式２的对比，另一组为布局方式１和布局方

式３的对比。每组对比实验重复３次，而每次的重

复实验中重复标定１０次。传感器的测距误差按正

态分布犖（０，１０２μｍ
２）给出。仿真结果计算出１０次

重复标定实验中系统未知参数的平均值（ＭＶ）和标

准差σ，并给出相应的残差平方和（ＲＳＳ）及系统未知

参数的方差和σ
２
ｍ，方差和σ

２
ｍ 表示为

σ
２
ｍ ＝∑

４

犻＝１

（σ
２
狓
ｍ犻
＋σ

２
狔ｍ犻 ＋σ

２
狕
ｍ犻
）． （８）

　　仿真结果如表２和表３所示。从表２和表３可

以看出，直角三棱锥布局方式下的各系统未知参数

的残差平方和与方差和均小于其他布局方式。残差

平方和小表示自标定结果更接近理论值，而方差和

小表示自标定结果较为稳定。实际上布局方式２的
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σｍ ＝１６．３７５σ犱，而对应的布局方式１的σｍ ≈

１３．６１１σ犱，显然理论上布局方式２的方差和亦大于

对应的布局方式１的方差和。

表１ 不同布局方式下系统未知参数真值 （单位：ｍｍ）

Ｔａｂｌｅ１ Ｄｅｓｉｇｎｅｄｖａｌｕｅｓｏｆｕｎｋｎｏｗｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｓｔａｔｉｏｎｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｌａｙｏｕｔｓ（ｕｎｉｔ：ｍｍ）

狓ｍ２ 狓ｍ３ 狔ｍ３ 狓ｍ４ 狔ｍ４ 狕ｍ４

Ｌａｙｏｕｔ１ ５０００ ０ ４３３０．１２７（３７００） ０ ０ ４０８２．４８３（３０００）

Ｌａｙｏｕｔ２ ５０００ ２５００ ４３３０．１２７ ２５００ １４４３．３７６ ４０８２．４８３

Ｌａｙｏｕｔ３ ５０００ ２５００ ３７００ ３２００ ５５０ ３０００

表２ 布局方式１与布局方式２的比较 （单位：ｍｍ）

Ｔａｂｌｅ２ Ｌａｙｏｕｔ１ｖｅｒｓｕｓｌａｙｏｕｔ２（ｕｎｉｔ：ｍｍ）

狓ｍ２ 狓ｍ３ 狔ｍ３ 狓ｍ４ 狔ｍ４ 狕ｍ４ ＲＳＳ σ
２
ｍ

１

２

３

Ｌａｙｏｕｔ１

Ｌａｙｏｕｔ２

Ｌａｙｏｕｔ１

Ｌａｙｏｕｔ２

Ｌａｙｏｕｔ１

Ｌａｙｏｕｔ２

ＭＶ

σ

ＭＶ

σ

ＭＶ

σ

ＭＶ

σ

ＭＶ

σ

ＭＶ

σ

４９９９．９９７ －０．００４ ４３００．１２４ －０．００３ ０．００１ ４０８２．４８３ ４．１３×１０－５ —

０．０１２８ ０．０２３８ ０．００９５ ０．０１３９ ０．０１２８ ０．０１０１ — ０．００８２

４９９９．９９８ ２４９９．９９５ ４３３０．１２７ ２５００．００１ １４４３．３８７ ４０８２．４８７ １．７７×１０－４ —

０．０１３１ ０．０２２６５ ０．０１００ ０．０１９７ ０．０２２６ ０．００８７ — ０．０１１１

５０００．０００ ０．００５ ４３００．１３０ －０．００１ ０．００７ ４０８２．４８２ ８．０９×１０－５ —

０．００９０ ０．０１６３ ０．０１０４４ ０．０１６５ ０．０２０４ ０．００８２ — ０．００１２

５０００．０００ ２５００．００２ ４３３０．１２９ ２４９９．９９９ １４４３．３８８ ４０８２．４８３ １．６４×１０－４ —

０．０１２５ ０．０２２１ ０．００７８ ０．０１６７ ０．０２２３ ０．００８２ — ０．００１５

５０００．００４ ０．０００ ４３００．１２７ ０．００２ －０．００２ ４０８２．４８１ ２．９３×１０－５ —

０．０１００ ０．０１５４ ０．００７８ ０．０１５８ ０．０１８６ ０．０１０５ — ０．００７２

５０００．００４ ２４９９．９９９ ４３３０．１２５ ２４９９．９９４ １４４３．３６１ ４０８２．４８５ ２．７４×１０－４ —

０．０１１９ ０．０１４４ ０．００９５ ０．０１９６ ０．０２７３ ０．００７４ — ０．００９７

表３ 布局方式１与布局方式３的比较 （单位：ｍｍ）

Ｔａｂｌｅ３ Ｌａｙｏｕｔ１ｖｅｒｓｕｓｌａｙｏｕｔ３（ｕｎｉｔ：ｍｍ）

狓ｍ２ 狓ｍ３ 狔ｍ３ 狓ｍ４ 狔ｍ４ 狕ｍ４ ＲＳＳ σ
２
ｍ

１

２

３

Ｌａｙｏｕｔ１

Ｌａｙｏｕｔ２

Ｌａｙｏｕｔ１

Ｌａｙｏｕｔ２

Ｌａｙｏｕｔ１

Ｌａｙｏｕｔ２

ＭＶ

σ

ＭＶ

σ

ＭＶ

σ

ＭＶ

σ

ＭＶ

σ

ＭＶ

σ

５０００．００２ ０．００４ ３７００．０００ ０．００１ －０．００１ ２９９９．９９９ ２．５７×１０－５ —

０．０１３８ ０．０１６０ ０．００７７ ０．０２３８ ０．００９９ ０．０１２５ — ０．００８４

５０００．００４ ２５００．００７ ３６９９．９９８ ３１９９．９９０ ５４９９．９９７ ３０００．００４ １．９３×１０－４ —

０．０１２４ ０．０２２５ ０．０１００ ０．０１８９ ０．０１８７ ０．０２５９ — ０．０１３９

５０００．００２ ０．００７ ３７００．０００ －０．００５ ０．０００ ２９９９．９９６ ９．４９×１０－５ —

０．００８８ ０．０１０７ ０．００４０ ０．０１６２ ０．０１６０ ０．００９８ — ０．００５１

４９９９．９９５ ２５００．００３ ３７００．００２ ３１９９．９９７ ５５００．００７ ２９９９．９９１ １．７０×１０－４ —

０．００８０ ０．０１５７ ０．００７６ ０．０１３０ ０．０１２３ ０．０２１２ — ０．００７２

５０００．００１ ０．０００ ３６９９．９９７ ０．００４ －０．００２ ２９９９．９９９ ２．４０×１０－５ —

０．０１２３ ０．０２２４ ０．０１０３ ０．０１２１ ０．０１５９ ０．００８２ — ０．００１２

５０００．００６ ２５００．００５ ３７００．０００ ３２００．００８ ５４９９．９９７ ３０００．００２ １．３２×１０－４ —

０．０１１３ ０．０１３５ ０．００８３ ０．０２３４ ０．０２３７ ０．０３５２ — ０．００２７

５　结　　论

基于激光多边法的坐标测量系统的测量精度受

到自标定精度的影响，而系统布局方式又是自标定精

度的主要影响因素之一。通过对无动点自标定模型

误差传递规律的理论分析，对系统的布局方式进行优

化，优化结果为直角三棱锥布局。仿真结果验证了该

布局方式可提高自标定精度，从而保证了系统的测量

精度。
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