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摘要　数值模拟研究大气湍流的核心问题是构造准确且计算量小的大气湍流相位屏，以正确反映折射率的变化特

性。根据大气湍流统计特性，采用分形方法数值模拟了方形大气湍流相位屏。对模拟结果进行统计分析，并与结构

函数理论值对比，得到符合Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ统计规律的大气湍流相位分布。以此为基础，分析了分形法模拟大气湍流相

位屏的性能。结果表明，分形法生成的方形相位屏在统计特性上与理论值基本吻合，从低频、中频到高频部分，由于

分形迭代次数的增加，误差累加，相位屏模拟误差增大。随着相位屏采样点数量的增加，相位屏的模拟精度降低，同

时所需模拟的相位屏数量增加。随着相位屏数量的增加，不同强度的大气湍流相位屏模拟精度趋于相似。
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１　引　　言

大气湍流是一种典型的随机过程，表现为大气

的折射率随着空间位置、时间随机变化。光波在大

气中传播受到大气湍流的影响，光波的振幅和相位

随机起伏，造成光强闪烁、波面畸变、到达角起伏以

及光束漂移等，影响了地基望远镜系统对天体目标

和空间目标的观测、成像和识别。自适应光学技术

可实时测量、校正波前畸变，使成像观测系统保持良

好的工作状态。数值计算方法模拟大气湍流是优化

自适应光学系统的有效手段，一方面大大减少了实

验成本，另一方面由于其可控性和可重复性，能够实

现某些无法实际产生的实验场景。

数值模拟方法研究大气湍流的关键问题之一是

如何准确地建立大气湍流的数值模型，目前通常采用

ｓ１１３００２１



中　　　国　　　激　　　光

大气湍流相位屏近似的方法。湍流相位屏可以利用

计算机产生的满足一定随机分布的伪随机数进行模

拟，在一定精度内，这种遵循湍流统计特性的随机数

能够代替实际的随机湍流相位分布。由于湍流特性

用数理统计的方法进行描述，相位屏的数量要满足一

定的要求。相位屏数量太大，计算负担重，工作效率

低，反之数量过少，获得的模拟结果不能正确描述湍

流特性。目前有几种不同的方法生成相位屏，最先提

出也是最常用的统计学方法有功率谱反演法［１－２］，数

学方法如多项式展开法［３－６］、分形法［７－８］和随机数据

元扩张法［９］等。功率谱反演法在低频部分存在严重

不足，通过次谐波补偿可改善其低频不足的问题，但

计算量大幅度增加，而多项式展开法则严重缺少高频

部分。分形法是Ｌａｎｅ等
［１０］基于畸变相位波前的分

形特征，与分形理论结合，利用随机中点位移法产生

大气湍流相位屏。目前对于分形模拟相位屏［７－８］的

讨论主要集中在方形相位屏的产生和特性研究上，获

得的方形屏的仿真结果与Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ谱
［１１－１２］比较

符合，表明分形法可以产生湍流相位屏。本文利用分

形法产生了符合Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ统计的相位屏，并研究

了相位屏尺度、采样点距离、大气湍流强度对结果的

影响以及正确描述大气湍流统计特性所需要的相位

屏数量，分析了分形法产生的相位屏的相位结构函数

的统计值与相位结构函数理论值的相对误差，讨论了

分形法模拟大气湍流的效果。

２　大气湍流随机相位屏的分形原理

分形布朗运动（ＦＢＭ）由 Ｍａｎｄｅｌｂｒｏｔ和 Ｖａｎ

Ｎｅｓｓ在１９６８年首先提出，用于模拟各种具有分形

特征的噪声。

根据Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ理论，大气湍流分布通常是局

部均匀各向同性，因此通过湍流大气的光束相位是一

个均匀、各向同性的高斯随机过程，其结构函数为

犇φ（狉）＝ 〈φ犚＋狉－φ犚］
２〉＝６．８８

狉
狉（ ）
０

５／３

， （１）

式中φ犚＋狉、φ犚 分别为大气湍流相位屏犚＋狉、犚处的

相位值，狉为两点间距离，狉０ 为大气相干长度。

波前相位的功率谱犘φ（犽）与空间频率犽的关系

满足

犘φ（犽）∝犽
－１１／３． （２）

　　二维分形布朗运动的结构函数（增量的方差）为

犈［（狆狓－狆狔）
２］＝犮狉

２犎， （３）

式中犮是标度常数，犎 为Ｈｕｒｓｔ参数，狆狓，狆狔 为狓，狔

处的随机数。

分形布朗运动的功率谱满足

犘Ｂ（犽）∝犽
－（２犎＋犉）， （４）

式中犉为生成表面的标准拓扑维，犎 为 Ｈｕｒｓｔ参

数，０＜犎＜１。

比较分形布朗运动和大气湍流相位屏的结构函

数（１）式、（３）式和功率谱函数（２）式、（４）式可知，畸

变波前相位（在惯性区域内）是一个 Ｈｕｒｓｔ参数

犎＝５／６，分形维数犉＝１１／６的分形布朗运动，因

此，模拟湍流相位屏的问题就转化为对特定的分形

布朗运动（犎＝５／６，犉＝１１／６）的模拟问题。

随机中点位移算法是分形的标准算法［９］，它利用

细分过程，在两个点或多个点之间插值，具有自适应递

归性。由于随机中点位移法的计算量小，计算速度快，

因此本文选择该算法来实现大气湍流相位屏的模拟。

３　大气湍流随机相位屏仿真结果及分析

设入射光波长为１．５５μｍ，大气湍流结构常数

犆２狀 为１．０×１０
－１５ｍ－２

／３，湍流外尺度犔０ 为２０ｍ，两

相邻相位屏间隔为２００ｍｍ。

图１所示采样点数为２５６×２５６，相邻采样点间

图１ 分形法产生的大气湍流相位屏。（ａ）二维分布；（ｂ）三维分布

Ｆｉｇ．１ Ａｔｍｏｓｐｈｅｒｉｃｔｕｒｂｕｌｅｎｃｅｐｈａｓｅｓｃｒｅｅｎｐｒｏｄｕｃｅｄｂｙｆｒａｃｔａｌｍｅｔｈｏｄ．（ａ）Ｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ；

（ｂ）ｔｈｒｅｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

ｓ１１３００２２



丁晓娜等：　分形法模拟大气湍流相位屏性能分析

距为０．０１ｍ，湍流特征强度犇／狉０＝４时的一幅相位

屏，图１（ａ）、（ｂ）分别是其二维与三维相位分布图。

图１中，模拟的相位屏除了有充足的低频成分外，还

包含有明显的高频分量。

图２为理想情况下的相位结构函数曲线，根据

（１）式，模拟相位结构函数曲线设为２００００幅相位屏

的相位结构函数的统计均值。图２中，分形法产生

Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ湍流相位屏结构函数曲线与理论值非

常接近。然而，由于分形法中基于插值的４个角点

并不能严格满足结构函数方程；且随机中点位移法

在插值过程中，各个增量之间具有非平稳的结构函

数，会影响到相位屏的模拟精度，模拟的结构函数曲

线与理论值仍有一定的差值。

图２ 分形法产生的相位结构函数曲线与理论曲线

Ｆｉｇ．２ Ｃｏｍｐａｒｉｓｉｏｎｏｆｐｈａｓｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅｆｕｎｃｔｉｏｎ

ｓｉｍｕｌａｔｅｄｃｕｒｖｅｓａｎｄｔｈｅｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｃｕｒｖｅｓ

定义模拟相位屏的结构函数相对理论波前结构

函数的相对误差Δ犇为

Δ犇＝ ［１－犇
ｓｉｍ

φ
／犇ｔｈｅｏｒｙφ

］×１００％， （５）

式中犇
（ｓｉｍ）

φ
为模拟波前结构函数，犇ｔｈｅｏｒｙφ

为理论波前

结构函数。

图３ 相位结构函数模拟值与理论值相对误差

Ｆｉｇ．３ Ｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｓｉｍｕｌａｔｅｄｖａｌｕｅｓｏｆ

ｐｈａｓｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅｆｕｎｃｔｉｏｎｓａｎｄｔｈｅｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｖａｌｕｅｓ

图３为相位结构函数模拟值与理论值的相对误

差曲线。图３中，随着两点间距离狉的增加，模拟相

位屏的结构函数相对理论值的误差降低。说明模拟

相位屏具有丰富的低频成分，在低频区的模拟精度

最高。随着距离狉的减小，从低频过渡到中频和高

频区，相对误差曲线升高，模拟精度降低。

保持相位屏大小 ２．５６ ｍ，湍 流特 征强度

犇／狉０＝４不变，改变相位屏采样点的数量，相应的相

位结构函数与理论值的对比曲线如图４所示。图４

中分别是采样点数为６４×６４、１２８×１２８、５１２×５１２

的１００００幅相位屏的统计结果。随着采样点数的增

多，结构函数的模拟结果相对理论值的偏离量增大。

计算图４中各条模拟相位结构函数曲线的相对误差

Δ犇，结果如图５所示。这种模拟精度随着采样点的

增多而降低是与随机中点位移方法有关。

图４ 不同采样点数目相位屏对应的结构

函数曲线对比

Ｆｉｇ．４ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｐｈａｓｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅｆｕｎｃｔｉｏｎｓ

ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏｐｈａｓｅｓｃｒｅｅｎｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｇｒｉｄｎｕｍｂｅｒｓ

图５ 不同采样点数目相位屏的结构函数

相对误差

Ｆｉｇ．５ Ｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｏｆｐｈａｓｅｓｔｒｕｃｔｉｏｎｆｕｎｃｔｉｏｎｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ

ｔｏｐｈａｓｅｓｃｒｅｅｎｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｇｒｉｄｎｕｍｂｅｒｓ

随机中点位移法是通过插值迭代求出下一个中

点的相位值，迭代次数越多，累计误差越多，相位结

构函数相对理论值的误差就越大。从低频、中频到

高频，随着迭代次数的增加，采样点的间隔越来越

小，相对误差逐渐增大，模拟精度降低。例如，对于

相对距离均为２ｍ 的采样点，６４×６４、１２８×１２８、

５１２×５１２的相位屏分别要做５、６、８次迭代。
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相位屏模拟光波在湍流介质中的传输时，需要

选取适当的相位屏数量［１３］。相位屏的数量要足够

多，以满足统计规律；然而过多的相位屏数量会增加

计算负担。下面对相位屏的采样点数目、湍流强度

与所需产生的随机位相屏的数量进行讨论。

图６（ａ）、（ｂ）分别为采样点数为６４×６４和１２８×

１２８，大气湍流强度特征参数犇／狉０＝４时，模拟相位屏

的结构函数与理论值的比较。由图６可知，随着模拟

相位屏数量的增多，所生成的相位屏的统计规律趋向

理论值；相位屏的采样点数目越多，所需要模拟的相

位屏数量也越多。例如，采样点数为６４×６４和１２８×

１２８的相位屏，需要模拟的相位屏数量分别为１２０和

５００时，与相位结构函数的理论值相比，相对误差约

为１０％，完全能模拟大气湍流的统计特性。

图６ 湍流强度犇／狉０＝４时，不同采样点数的相位屏结构函数。

（ａ）采样点数为６４×６４；（ｂ）采样点数为１２８×１２８

Ｆｉｇ．６ Ｐｈａｓｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅｆｕｎｃｔｉｏｎｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｉｍｕｌａｔｅｎｕｍｂｅｒｓｗｈｅｎｔｕｒｂｕｌｅｎｃｅｉｎｔｅｎｓｉｔｙ犇／狉０ｉｓ４．

（ａ）Ｇｒｉｄｎｕｍｂｅｒｉｓ６４×６４；（ｂ）ｇｒｉｄｎｕｍｂｅｒｉｓ１２８×１２８

　　定义模拟的相位屏结构函数与理论结构函数的

统计方差为

δ
２
＝
∑
犖

犻＝１

［犇ｓｉｍφ －犇
ｔｈｅｏｒｙ
φ
］

犖
， （６）

图７ 湍流强度犇／狉０＝４不同采样点数目相位屏的

结构函数与理论值的相对误差理论值的对比

Ｆｉｇ．７ Ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌｖａｒｉａｎｃｅｏｆｐｈａｓｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅｆｕｎｃｔｉｏｎｓ

ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏｐｈａｓｅｓｃｒｅｅｎｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｇｒｉｄ

ｎｕｍｂｅｒｓｗｈｅｎｔｕｒｂｕｌｅｎｃｅｉｎｔｅｎｓｉｔｙ犇／狉０ｉｓ４

式中犖 为犇ｓｉｍ

φ
的维数。图７为犇／狉０＝４时，采样点

数分别６４×６４和１２８×１２８的相位屏的结构函数的

统计方差随相位屏数量的变化关系曲线。当相位屏

的取样点数较多时，所生成的相位屏统计相位随着

相位屏模拟数量的增加，起伏变化较大；随着模拟相

位屏数量的增加，其结构函数统计方差降低，模拟的

相位屏的误差降低趋于稳定。

另外，如图７所示，当模拟相位屏数量为１００００

左右时，１２８×１２８相位屏的统计方差大于６４×６４

的相位屏，说明前者的模拟误差大，这一点与前面的

结果吻合。因此，在相位屏的数值模拟过程中，需要

选择合适的采样点以及相位屏数量以满足大气湍流

的统计特性。

图８ 相位屏结构函数的平均相对误差与犇／狉０ 的关系

Ｆｉｇ．８ Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅａｖｅｒａｇｅｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｏｆ

ｐｈａｓｅｓｃｒｅｅｎｓｔｒｕｃｔｕｒｅｆｕｎｃｔｉｏｎａｎｄｔｕｒｂｕｌｅｎｃｅ

　　　　　　ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ犇／狉０

图８为采样点数为１２８×１２８时，模拟相位屏的

结构函数相对理论值的平均相对误差Δ犇随模拟相

位屏数量变化关系曲线。定义相位结构函数的平均

相对误差为

Δ犇＝
１

犖∑
犖

犻＝１

Δ犇． （７）
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丁晓娜等：　分形法模拟大气湍流相位屏性能分析

　　由图８可知，随着相位屏数量的增加，不同湍流

强度的相位屏的平均相对误差下降，并逐渐趋于平

稳，约为１２％，分形法模拟的大气湍流相位屏统计

结构函数的模拟精度与大气湍流强度无直接关系。

４　结　　论

针对现有模拟大气湍流相位屏方法的局限性，

根据大气湍流的统计特性，建立了大气湍流波前相

位屏的分形模型，并采用分形法生 成 了 满 足

Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ大气湍流统计特性的畸变波前相位屏。

详细讨论了方形大气湍流相位屏的模拟精度与采样

点数、不同湍流强度以及相位屏模拟数量的关系。

结果表明，分形法模拟的大气湍流相位屏低频、中

频、高频在统计特性上与理论值基本吻合。随着模

拟相位屏维数的增加，相位屏统计相对误差增大。

当模拟相位屏数量增加到一定程度，相位屏的模拟

精度逐步趋于稳定。分形法的模拟精度与大气湍流

强度无直接关系。分形法在一定程度上克服了谱反

演法具有的低频成分不足以及Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式法高

频成分不足的缺点，并且具有较高运算效率。然而，

由于分形法的不稳定性，产生的大气湍流相位屏结

构函数曲线与理论值并不完全一致，还需要进一步

对算法进行优化。
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１２ＣｈｅｎＦｅｉｎａｎ，ＣｈｅｎＪｉｎｇｊｉｎｇ，ＺｈａｏＱｉ，犲狋犪犾．．Ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｈｉｇｈ

ｏｒｄｅｒＢｅｓｓｅｌ Ｇａｕｓｓｉａｎ ｂｅａｍ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎｉｎ ｎｏｎＫｏｌｍｏｇｏｒｏｖ

ａｔｍｏｓｐｈｅｒｅｔｕｒｂｕｌｅｎｃｅ［Ｊ］．ＣｈｉｎｅｓｅＪＬａｓｅｒｓ，２０１２，３９（９）：

０９１３００１．

　 陈斐楠，陈晶晶，赵　琦，等．高阶贝塞尔高斯光束在非柯尔莫

哥诺夫大气中的传输特性 ［Ｊ］．中国激 光，２０１２，３９（９）：

０９１３００１．

１３ＺｈｉｌｉｎｇＪｉａｎｇ，ＹａｎｇＤａｉ，ＦａｑｕａｎＬｉ，犲狋犪犾．．Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ

ｏｆＳｈａｃｋＨａｒｔｍａｎｎｗａｖｅｆｒｏｎｔｓｅｎｓｏｒｔｏｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚｅｔｕｒｂｕｌｅｎｃｅ

ｐｈａｓｅｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ［Ｊ］．ＯｐｔｉｃｓａｎｄＬａｓｅｒｓｉｎＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，２００５，４４

（５）：４６６－４７８．
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