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基于三角模型的计算全息快速算法
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摘要　提出了一种新的基于三角网格结构的计算全息快速算法，此算法利用几何中的仿射变换原理，用解析表达

式表示出三角网格的二维傅里叶频谱信息，不需要对物体中的每一个三角网格进行傅里叶变换，从而大大减少了

计算量，提高了运算效率。实验结果证明，此算法简洁、快速，且能够取得较好的全息重建像，是一种提高计算全息

运算速度的有效方法。
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１　引　　言

随着数字计算机与计算技术的迅速发展，人们

广泛地使用计算机来模拟、运算、处理各种光学过

程［１－６］。计算全息（ＣＧＨ）是在数字计算与现代光

学的基础上建立起来的，它与传统的光学全息术［７］

和现在比较热门的数字全息术相比，具有操作灵活、

低噪声、对实现环境要求低等优点。因此，计算全息

在科学研究领域也越来越得到人们的重视。随着对

其研究的不断深入，新的计算全息算法和编码方法

不断出现，但在面对复杂面形物体时效率都很低，因

为对于复杂物体的计算全息来说，它具有数据量大，

对计算机存储量、硬件要求高的缺点，这些阻碍最终

使得复杂物体的实时再现受到了很大限制。故目前

最为迫切的问题是复杂形体全息图的计算以及通过

尝试新的优化算法以提高再现像的质量并抑制噪

声，复杂三维物体的算法改进与实现具有重要的价

值和意义。

在１９６６年随着 Ｗａｔｅｒｓ
［８］提出将物体看做许多

独立发光点的组合体的设想后，很多学者采用引入

快速傅里叶变换算法、简化全息图的编码过程、压缩

全息图带宽、利用“差分法”快速求解菲涅耳全息图

等等多种提高计算效率的方法，因为计算需要对每

个发光点的球面波进行模拟，致使物体采样点过多，

计算量过大，对计算机硬件要求过高［９］。但是，当全

息面尺寸过大（或近场纪录）时，由于近似算法引入

的相位误差增大，易导致再现像扭曲和变形，故如何
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提高计算效率仍然是最根本的问题。

三角网格是进行曲面构造及其重建的一种重要

方法。利用三角形网格来描述物体具有很多优点。

然而现有的传统方法在对基于三角网格的物体进行

菲涅耳衍射时，需要对物体上的每个三角网格进行

二维傅里叶变换以得到各个三角网格的二维傅里叶

频谱信息。在对三角网格表示的图形数据结构光学

计算处理研究的基础上，本文提出了一种新的基于

三角网格结构仿射变换而获得复杂图形的计算全息

快速算法，和传统算法相比，此算法利用几何中的仿

射变换原理，不需要对物体的每一个三角形进行二

维傅里叶变换，从而大大减少了计算量，提高了计算

全息的计算效率。实验结果证明，此算法相比于传

统算法简洁、快速，且能取得较好的全息重建像，是

一种提高计算全息运算速度的有效方法。

２　三角网格模型及算法推导

利用仿射变换原理，通过矩阵变换将一个单位

基元三角形与任意三角形联系起来，并由此根据单

位基元三角形的二维傅里叶频谱的解析表达形式，

推导出了任意三角形的二维傅里叶频谱的解析表达

形式。

２．１　仿射变换的原理与计算

仿射变换是一种实现几何变换的公式，它可以

按比例放大或缩小图形，使图形旋转或位移。仿射

变换的定义：若变换犛：犚狀→犚
狀，犛（狓）＝犜（狓）＋犪，

犜是非奇异线性变换，犪∈犚
狀，则变换犛称为仿射变

换。二维欧氏空间上的仿射变换为：犛（犡）＝犜犡＋

犃，其中，犡＝［狓，狔］′，犜＝［犪犫，犮犱］′，犃＝［犲，犳］′，犪、

犫、犮、犱、犲、犳皆为实数。

仿射变换的一般形式为

狓′＝犪狓＋犫狔＋犲

狔′＝犮狓＋犱狔＋｛ 犳
， （１）

且Δ＝犪犱－犫犮≠０。也可以将（１）式写成矩阵的形

式：

狓′

狔
［ ］
′
＝
犪 犫（ ）犮 犱

［］狓
狔
＋［］犲
犳
， （２）

式中犪、犫、犮、犱、犲、犳为实数。通过改变参数犪～犳的

值，能够实现对原物体的平移、比例、反射、旋转、错

切等常用操作。这里将利用（１）、（２）式，推导出组成

物体的任意三角面元与单位三角面元之间的仿射变

换关系。

２．２　 角谱衍射理论的计算

角谱衍射理论是衍射现像在频域的准确描述，

这里将利用角谱理论对菲涅耳衍射过程进行分析，

菲涅耳衍射过程由角谱衍射理论可以表示为

犝（犳狓，犳狔）＝犝０（犳狓，犳狔）犎（犳狓，犳狔）， （３）

式中

犎（犳狓，犳狔）＝ｅｘｐｊ
２π

λ
狕 １－（λ犳狓）

２
－（λ犳狔）槡［ ］２

为衍射在频域的传递函数。（３）式表示光波场从衍

射屏传播到相距为狕的观察屏的频谱变化关系
［７］。

由上面理论得知，如果已知输入物光场分布为

犝ｏ（狓，狔），则全息面上的物光场分布为

犝（狓，狔）＝犉
－１｛犉［犝ｏ（狓，狔）］犎（犳狓，犳狔）｝，（４）

式中狓，狔为全息面上的坐标分布。加入参考光犚（狓，

狔）与物光干涉生成计算全息图，则全息面上的光场

复振幅分布为

犐（狓，狔）＝犝（狓，狔）＋犚（狓，狔）． （５）

　　 由全息原理得知，如果用光波犆（狓，狔）照射全

息图进行重建，重建面上的再现光场复振幅分布为

犝Ｒ（狓ｉ，狔ｉ）＝犉
－１［犉（犆·犐）·犎］， （６）

式中犐为全息面上的物光场分布，狓ｉ，狔ｉ为重建面上

的坐标分布。

３　基于三角网格结构的计算全息快速

算法

三角网格是进行曲面构造及其重建的一种重要

方法。利用三角形网格来描述物体具有很多优点，

如三角形的拓扑结构比较简单，利用三角形描述物

体难度相对比较低，而且足够的三角形能够较为精

确地逼近复杂物体；进行物体重建时，三角形的数据

结构便于处理；三角形的特征不会因为投影变化而

发生改变，具有比较稳定的优点。然而现有的传统

方法在对基于三角网格的物体进行菲涅耳衍射，需

要对物体上的每个三角网格进行二维傅里变换以得

到各个三角网格的二维傅里叶频谱信息。这里提出

了一种新的基于三角网格结构的计算全息快速算

法，通过仿射变换原理推导出用解析表达式表示出

物体上各个三角网格的二维傅里叶频谱信息，从而

在对物体进行菲涅耳衍射时，便不需要对每个三角

网格进行二维傅里叶变换。下面首先推导分析单位

基元三角形的二维傅里叶频谱的解析表达形式。

３．１　单位基元三角形的二维傅里叶频谱的解析表

达形式

设有一个单位三角形，其顶点坐标为（０，０）、

（１，０）、（１，１），如图１所示。

这里通过二维傅里叶变换的定义计算推导得到

０７０９００１２
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图１ 单位三角形

Ｆｉｇ．１ Ｕｎｉｔｔｒｉａｎｇｌｅ

此基元三角形的傅里叶频谱。由二维傅里叶变换的

定义可以得到

犉Δ（狌，狏）＝


∞

－∞

犳Δ（狓，狔）ｅｘｐ［－２πｉ（狓狌＋狔狏）］ｄ狔ｄ狓＝

∫
１

０
∫
狓

０

ｅｘｐ［－２πｉ（狓狌＋狔狏）］ｄ狔ｄ狓＝

ｅｘｐ（－２πｉ狌）－１
（２π）

２狌狏
＋
１－ｅｘｐ［－２πｉ（狌＋狏）］

（２π）
２狏（狌＋狏）

．（７）

（７）式即为单位基元三角形的二维傅里叶频谱的解

析表达式［３］。

３．２　任意三角形与单位基元三角形的仿射变换公

式推导

下面推导任意三角形与上述单位基元三角形之

间的仿射变换关系。假设有一个任意三角形Γ，它

由三个不共线的三个顶点（狊１，狋１）、（狊２，狋２）、（狊３，狋３）

组成，则三角形Γ和基元三角形可以由一个仿射变

换联系起来

［］狊
狋
＝
犪１ 犫１

犪２ 犫
［ ］

２
［］狓
狔
＋
犮１

犮
［ ］
２

． （８）

如果将两个三角形的顶点两两对应，即（０，０）→

（狊１，狋１），（１，０）→ （狊２，狋２），（１，１）→ （狊３，狋３），则由（２）

式可导出各顶点表达式：

狊１

狋
［ ］
１

＝
犪１ 犫１

犪２ 犫

烄

烆

烌

烎２
［］０
０
＋
犮１

犮
［ ］
２

狊２

狋
［ ］
２

＝
犪１ 犫１

犪２ 犫

烄

烆

烌

烎２
［］１
０
＋
犮１

犮
［ ］
２

狊３

狋
［ ］
３

＝
犪１ 犫１

犪２ 犫

烄

烆

烌

烎２
［］１
１
＋
犮１

犮
［ ］

烅

烄

烆 ２

． （９）

由（９）式可以推导出

［］狊
狋
＝
狊２－狊１ 狊３－狊２

狋２－狋１ 狋３－狋

烄

烆

烌

烎２
［］狓
狔
＋
狊１

狋
［ ］
１

． （１０）

（１０）式即为由单位三角形到任意三个三角形的彷射

变换公式。

３．３　任意三角形二维傅里叶频谱的解析表达形式

由（１０）式得知，可以将任意顶点 （狊，狋）表示为

狓，狔的函数，即

狊＝犪１狓＋犫１狔＋犮１

狋＝犪２狓＋犫２狔＋犮
｛

２

， （１１）

式中犪１＝狊２－狊１，犫１＝狊３－狊２，犮１＝狊１，犪２＝狋２－狋１，

犫２ ＝狋３－狋２，犮２＝狋１。则推导任意三角形犵（狊，狋）的二

维傅里叶频谱为

犌（狌，狏）＝
犇
Δ

犵（狊，狋）ｅｘｐ［－２πｉ（狌狊＋狏狋）］ｄ狊ｄ狋＝


犇

犳Δ（狓，狔）ｅｘｐ｛－２πｉ［（犪１狌＋犪２狏）狓＋（犫１狌＋犫２狏）狔＋（犮１狌＋犮２狏）］｝犇ｄ狓ｄ狔＝

－犇

４π
２犿（犿＋狀）

｛ｅｘｐ［－２πｉ（犿＋狀＋狆）］－ｅｘｐ（－２πｉ狆）｝＋

犇

４π
２犿狀

｛ｅｘｐ［－２πｉ（狀＋狆）］－ｅｘｐ（－２πｉ狆）｝， （１２）

式中犇＝犪１犫２－犪２犫１，犿＝犫１狌＋犫２狏，狀＝犪１狌＋犪２狏，狆＝犮１狌＋犮２狏。（１２）式即为任意三角形的二维傅里叶频

谱的解析表达形式。

３．４　所提算法与传统任意三角形傅里叶频谱计算方法的比较

文献［１０］提出将任意三角形经由傅里叶变换的定义来积分计算得到其傅里叶频谱。其将任意三角形沿

最长边将其分为两个直角三角形，并让三角形的最长边与坐标系的犡 轴对齐，然后对两个三角形分别进行

傅里叶变换，通过相加得到原三角形的傅里叶频谱，假定对三角形面元坐标定义为（０，犃），（－犅，０），（犆，０），

其计算公式可表示为
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犜Δ（犳狓，犳狔）＝犉［犝１（狓，狔，０）］＋犉［犝２（狓，狔，０）］＝犜１（犳狓，犳狔）＋犜２（犳狓，犳狔）＝

－犆１
ｅｘｐ（－ｊ２π犃１犳狔）

２π犳狔

ｅｘｐ［－ｊ２π（犆１犳狓－犃１犳狔）］－１
２π（犆１犳狓－犃１犳狔）

＋
ｅｘｐ（－ｊ２π犆１犳狓）－１

４π
２
犳狓犳狔

＋

犅１
ｅｘｐ（－ｊ２π犃１犳狔）

２π犳狔

１－ｅｘｐ［ｊ２π（犅１犳狓＋犃１犳狔）］

２π（犅１犳狓＋犃１犳狔）
＋
１－ｅｘｐ（－ｊ２π犅１犳狓）

４π
２
犳狓犳狔

． （１３）

相比所提算法，其算法的主要缺陷有：

１）此算法任意三角形沿最长边将其分为两个

直角三角形，并让三角形的最长边与坐标系的犡 轴

对齐，相当于对每个三角形建立了一个自己的局部

坐标系，但如果对某个物体的多个三角网格进行计

算，需要建立一个统一的全局坐标系，此时如何从每

个局部坐标系转换到统一的全局坐标系，将会额外

增加算法的复杂性。

２）对比传统算法（１２）式和文献［１０］算法（１３）式，

本文算法公式更加简洁，复杂性远小于传统算法。

３．５　基于三角网格结构的计算全息快速算法

３．５．１　基于三角网格结构的计算全息传统算法

假设一个物体犝 由犿 个三角形网格结构组成，

则由叠加定理得知，物体犝 的二维傅里叶频谱的解

析表达形式为

犝ｆ＝∑
犿

犻＝１

犉（狌犻）， （１４）

式中犉为傅里叶变换，狌犻为物体的第犻个三角网格，

则犉（狌犻）为物体第犻个三角网格的二维傅里叶频谱。

由此可知，一个由犿 个三角形网格结构组成的物

体，若要得到物体的二维傅里叶频谱信息，则需要进

行犿次傅里叶变换。

由２．２节的角谱衍射理论可以得知，全息面上

的物光场分布为

犝ｏ＝犉
－１［犉（犝ｆ犎）］． （１５）

加入参考光（其光场分布为犚）与物光干涉，则全息

面上的光场复振幅分布为

犐＝犝ｏ＋犚． （１６）

由全息原理和角谱衍射理论得知，如果用光波犆（狓，

狔）照射全息图进行重建，重建面上的再现光场复振

幅分布为

犝Ｒ ＝犉
－１［犉（犆·犐）·犎］． （１７）

３．５．２　基于三角网格结构的计算全息快速算法

通过（１２）式可以求得任意三角形的二维傅里叶

频谱的解析表达形式。

假设一个物体犝 由犿 个三角形网格结构组成，

由叠加定理得知，整个物体的二维傅里叶频谱的解

析表达形式为

′犝ｆ＝∑
犿

犻＝１

犌犻， （１８）

式中物体第犻个三角网格的二维傅里叶频谱犌犻直接

通过代入（１２）式的结果得到。则全息面上的物光场

分布为

′犝ｏ＝犉
－１［犉（′犝ｆ犎）］． （１９）

全息面上的光场复振幅分布为

犐′＝ ′犝ｏ＋犚． （２０）

由全息原理和角谱衍射理论得知，如果用光波犆（狓，

狔）照射全息图进行重建，重建面上的再现光场复振

幅分布为

′犝Ｒ ＝犉
－１［犉（犆·′犐）·犎］． （２１）

　　当使用传统算法对基于三角网格结构的物体进

行全息计算时，需要对物体中的每一个三角网格进

行傅里叶变换，其计算量过大，需要花费大量时间才

能生成物体的计算全息图。而使用这里提出的新算

法进行计算，如果已知每个三角网格的顶点坐标信

息，便不用对物体中的每一个三角网格进行傅里叶

变换，直接根据（１２）式的结果便能得到各个三角网

格的二维傅里叶频谱，从而大大减少了计算量，提高

了运算效率。

４　计算机模拟验证

４．１　二维平面图像的模拟验证

首先对（１２）式进行计算机模拟验证。取一任意三

角形犃，其顶点坐标为（１，１）、（３，２）、（３，５）。图２（ａ）分

别为犃 在平面直角坐标系的图像，图２（ｂ）为利用

（１２）式求得的逆傅里叶变换结果，图２（ｃ）为对犃进

行菲涅耳衍射并加入参考光干涉取得的计算全息

图，图２（ｄ）为重建结果。由于 Ｍａｔｌａｂ软件图像坐

标的特殊性，这里在显示重建图像时，都对重建图像

进行了坐标旋转变换。

由图２的结果可以看出，逆傅里叶变换和重建

的全息图像，大小、形状、位置都与理论结果完全一

致，从而验证了算法的正确性。

接下来对一个较为复杂的三角网格模型进行模

拟验证，如图３（ａ）所示，“昆明”被剖分为５４个三角

网格，图３（ｂ）同样为利用（１２）式得到的逆傅里叶变
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换结果，图３（ｃ）为生成的计算全息图，图３（ｄ）为重

建得到的“－１”级再现像。

由图３的实验结果得知，只要已知物体各个三

角网格的顶点信息，便能够利用所提算法进行全息

重建，且能够取得准确、清晰的再现结果。

图２ 单个三角形的模拟验证。（ａ）任意一个三角形；（ｂ）逆傅里叶变换结果；（ｃ）计算全息图；（ｄ）重建结果

Ｆｉｇ．２ Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎｏｆａｓｉｎｇｌｅｒａｎｄｏｍｔｒｉａｎｇｌｅ．（ａ）Ａｒａｎｄｏｍｔｒｉａｎｇｌｅ；（ｂ）ｉｎｖｅｒｓｅＦｏｕｒｉｅｒｔｒａｎｓｆｏｒｍｒｅｓｕｌｔ；

（ｃ）ｃｏｍｐｕｔｅｒｇｅｎｅｒａｔｅｄｈｏｌｏｇｒａｐｈｍ；（ｄ）ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔ

图３ “昆明”模型的模拟验证。（ａ）“昆明”模型；（ｂ）逆傅里叶变换结果；（ｃ）计算全息图；（ｄ）重建结果

Ｆｉｇ．３ Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎｏｆａ‘Ｋｕｎｍｉｎｇ’ｍｏｄｅｌ．（ａ）Ａ‘Ｋｕｎｍｉｎｇ’ｍｏｄｅｌ；（ｂ）ｉｎｖｅｒｓｅＦｏｕｒｉｅｒｔｒａｎｓｆｏｒｍｒｅｓｕｌｔ；

（ｃ）ｃｏｍｐｕｔｅｒｇｅｎｅｒａｔｅｄｈｏｌｏｇｒａｐｈｍ；（ｄ）ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔ

４．２　三维网格物体的模拟验证

根据文献［１０－１２］所提供的平面频谱在频率空

间的坐标变换公式，可以实现对三维物体的计算全

息图的计算。为了减少工作量，不考虑三维物体的

消隐工作，对一个由３Ｄｍａｘ软件所生成的半球物体

进行模拟验证，图４（ａ）为一半球，其由２１６个三维

网格构成，图４（ｂ）使用所示算法得到的计算全息

图，图４（ｃ）为数值重建结果。由实验结果能够看

出，使用所示算法取得了较好的三维重建结果。

图４ 半球的模拟验证。（ａ）“半球”模型；（ｂ）计算全息图；（ｃ）重建结果

Ｆｉｇ．４ Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎｏｆａ‘ｈｅｍｉｓｐｈｅｒｅ’ｍｏｄｅｌ．（ａ）Ａ‘ｈｅｍｉｓｐｈｅｒｅ’ｍｏｄｅｌ；（ｂ）ｃｏｍｐｕｔｅｒｇｅｎｅｒａｔｅｄｈｏｌｏｇｒａｐｈｍ；

（ｃ）ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔ

４．３　所提算法与传统算法用时对比

下面将对不同模型使用所提算法和传统算法的

计算时间进行比较和分析，整个计算时间包括数据

的读入、计算全息图的生成以及全息重建三个过程。

传统方法在计算基于三角网格结构的物体时，需要

对物体上的每个三角网格都进行傅里叶变换以得到

各个三角网格的二维傅里叶频谱信息，由于 “昆明”

模型由５４个三角网格组成，因此当对 “昆明”模型

需要进行５４次二维傅里叶变换，而所提的算法能够

用解析表达式表示出每个三角网格的二维傅里叶频

谱信息，则不需要再对物体上的各个三角网格进行

二维傅里叶变换，从而大大减少了整个衍射过程的
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计算量，具体计算时间如表１所示。

表１ 所提方法与传统方法用时比较

Ｔａｂｌｅ１ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌａｌｇｏｒｉｔｈｍａｎｄ

ｔｈｅｎｏｖｅｌａｌｇｏｒｉｔｈｍ

Ｍｏｄｅｌ
Ａｓｉｎｇｌｅ

ｒａｎｄｏｍｔｒｉａｎｇｌｅ

‘Ｋｕｎｍｉｎｇ’

ｍｏｄｅｌ

‘Ｈｅｍｉｓｐｈｅｒｅ’

ｍｏｄｅｌ

Ｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌ

ａｌｇｏｒｉｔｈｍ／ｓ
１．８９３ １５．９５４ ８０．１５７

Ｐｒｏｐｏｓｅｄ

ａｌｇｏｒｉｔｈｍ／ｓ
１．５３８ ７．１２８ ３０．１４２

　　由表１可以看出，所提算法能够提高运算效率，缩

短计算时间。当实验模型的三角网格数量逐渐增多

时，所提方法的计算时间相比于传统方法缩短的更多。

５　实验验证

光电再现实验中采用５３２ｎｍ半导体激光器作为

参考光源，其他设备包括空间滤波器、扩束器、焦距为

３０ｃｍ的准直透镜、观察屏等。反射式数字微镜器件

（ＤＭＤ）作为空间光调制器，其分辨率为１０２４ｐｉｘｅｌ×

７６８ｐｉｘｅｌ，像素间距为１３．７μｍ。实验光路如图５

所示。

图５ 实验光路

Ｆｉｇ．５ Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｏｐｔｉｃａｌｓｙｓｔｅｍ

图６ 重建结果

Ｆｉｇ．６ Ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔ

利用图３（ｃ）的全息图，经计算机输出至ＤＭＤ，

在相干光波长为５３２ｎｍ的激光照射下，采用数码相

机接收重建图像，得到重建结果如图６所示。

由图６得知，光电重建结果与理论结果和计算

机模拟结果基本一致，从而再次验证上上述理论部

分以及计算机模拟部分的正确性。

６　结　　论

提出了一种新的基于三角网格结构的计算全息

快速算法，该算法直接用解析表达式表示出了三角

网格的二维傅里叶频谱信息，不需要对物体中的每

一个三角网格进行傅里叶变换，从而大大减少了计

算量，提高了运算效率。计算机模拟和实验验证结

果表明，该算法完全正确，而且取得了较好的重建结

果。接下来将尝试利用三维激光相机进行实际物体

数据的采集，实现实际物体的计算全息三维重建和

显示。
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