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摘要　为了提高条纹投影偏折法对自由曲面的测量精度，通过分析投影到待测面的条纹光强变化形式，推导出一

种可以免疫光强变化的五步移相算法，并通过频域傅里叶分析论述了该算法的可行性。数值实验结果表明，免疫

光强变化的五步移相算法在基准光强变化１％～５％，杂散光噪声为０．１％～０．５％的情况下，相位计算精度峰值为

０．００４２λ，均方根值为０．００１４λ，在消除离焦影响后，相位计算精度可以达到０．０００９λ。与其他移相算法的对比分析，

进一步说明了该算法的优势，免疫光强变化五步移相算法在利用条纹投影偏折法测量自由曲面领域有着较高的应

用价值。
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１　引　　言

条纹投影偏折法（ＰＦＤ）
［１－３］是一种测量自由曲

面面形的新方法，该方法通过ＣＣＤ相机测量由待测

面反射的正弦投影条纹，再经过移相计算出同一束

光线在待测面、相机像面和投影屏幕上的坐标及其

映射关系，从而利用三角法计算出对应点的犡，犢 方

１１０８００３１
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向斜率，进而重建出待测面的面形［４－５］。

条纹投影偏折法中所用投影正弦条纹由计算机

生成，因此不存在移相步长误差，但是由于条纹的移

动，投影光的强度会发生相应的变化，此时，应用传

统四步移相算法［６－８］进行坐标及其映射关系的计算

会引入较大的误差。目前，已有的克服光强不稳定

的五步移相算法［９－１４］主要用于波长移相干涉测量

中，而条纹投影偏折法中光强变化形式与其不相符，

难以获得较好的测量结果。

本文通过分析条纹投影偏折法中待测面处投影

光强的变化形式，推导出免疫光强变化的五步移相

算法，同时进行频域分析，进一步论证了其可行性，

并使用数值实验验证了算法的相位计算精确度。

２　条纹投影偏折法基本原理

条纹投影偏折法可以被认为是哈特曼检测的逆

向形式，实验中通过投影屏幕将标准正弦条纹投射

到待测面，用ＣＣＤ相机拍摄由待测面调制后的形变

条纹，然后通过移相算法确定同一束光线在待测面、

相机像面和投影屏幕上的坐标及其映射关系，实验

装置图和原理图如图１所示。

图１ 条纹投影偏折法（ａ）装置图及（ｂ）原理示意图

Ｆｉｇ．１ （ａ）Ｓｅｔｕｐａｎｄ（ｂ）ｐｒｉｎｃｉｐｌｅｄｉａｇｒａｍｏｆＰＦＤ

　　根据反射原理及三角测量法，待测面的犡，犢 方向斜率（犛犡，犛犢）可以由以下公式
［１５］计算得出

犛犡 ＝
（犡ｍｉｒ－犡ｓｃｒ）／犱ｍｉｒ２ｓｃｒ＋（犡ｍｉｒ－犡ｃａｍ）／犱ｍｉｒ２ｃａｍ

［犣ｍｉｒ２ｓｃｒ－犠（狓，狔）］／犱ｍｉｒ２ｓｃｒ＋［犣ｍｉｒ２ｃａｍ－犠 （狓，狔）］／犱ｍｉｒ２ｃａｍ
， （１）

犛犢 ＝
（犢ｍｉｒ－犢ｓｃｒ）／犱ｍｉｒ２ｓｃｒ＋（犢ｍｉｒ－犢ｃａｍ）／犱ｍｉｒ２ｃａｍ

［犣ｍｉｒ２ｓｃｒ－犠（狓，狔）］／犱ｍｉｒ２ｓｃｒ＋［犣ｍｉｒ２ｃａｍ－犠（狓，狔）］／犱ｍｉｒ２ｃａｍ
， （２）

式中 犠（狓，狔）为待测面的面形，犡ｍｉｒ，犡ｃａｍ，犡ｓｃｒ，

犢ｍｉｒ，犢ｃａｍ，犢ｓｃｒ为光线在待测面、相机像面和投影屏

幕的坐标，犱ｍｉｒ２ｃａｍ，犱ｍｉｒ２ｓｃｒ 为待测面与相机像面和投

影屏幕之间对应点的距离，犣ｍｉｒ２ｃａｍ，犣ｍｉｒ２ｓｃｒ为待测面

与相机像面和投影屏幕之间的垂直距离。

利用投影偏折法测量对应点的坐标需要两个主

要步骤：

１）标定相机像平面坐标系、投影屏坐标系以及

待测面坐标系三者之间的矩阵关系，即求出转换

矩阵。

２）通过投影条纹移相计算，得出同一束光线在

三个坐标系下的坐标，对应点之间的映射，即确定出

不同坐标系下哪些点位于同一束光线上。

第一个步骤即为相机标定，此类研究的文献很

多。本文所讨论的移相算法主要关注第二个步骤，

用于求解光线在三个坐标系下的坐标及同一束光线

对应点对之间的映射。

条纹投影的坐标及映射关系测量可以用点扫描

方式来理解，即点亮屏幕一个点，然后分别测出该亮

点在投影屏、待测面和ＣＣＤ相机像平面坐标系下的

坐标值，然后通过第一步的转换矩阵统一到同一坐

标系下（一般选取待测面所在的坐标系）。而在实际

应用中，为了提高测量速度，一般采用正弦条纹投影

法，通过向待测面投射一组由投影屏生成的正弦移

相条纹，通过移相算法得出投影正弦条纹在待测面

的相位分布，投影屏与待测面上相位相同的两点处

于同一条直线上，成为一组映射。由于投影屏与相

机像面在实验中均认为是理想平面，因此通过步骤

１的转换矩阵可以确定投影屏上每一点在相机像平

面对应的像点，成为第二组映射，这样，投影屏、待测

面和相机像平面的点在各自坐标系下的坐标值和对

应点之间的映射就确定了，通过（１）、（２）式就可以迭

代计算得出待测面的相位及斜率信息。

１１０８００３２
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３　免疫光强变化的五步移相算法

３．１　条纹投影偏折法中投影光强的变化形式

由于在条纹投影偏折法中，投影屏将生成条纹

投影到待测面上，同时作为系统光源，在投影的正弦

条纹相位发生移动时，投影到待测面的基准光强也

会发生变化，这样，直接应用移相算法就会产生相位

的计算误差，以常见的四步移相算法为例，即

犐犼 ＝犐Ｍ·［１＋γ·ｃｏｓ（φ＋δ犼）］，

δ犼 ＝０，
π
２
，π，
３π
２
， （３）

式中犐犼为投影到待测面的光强分布，犼为移相序数，

犐Ｍ 为基准光强，γ为对比度，φ为实际待测相位，δ犼为

移相相位。由于干涉仪所用激光光强稳定性较好，

因此认为每幅干涉图的基准光强犐Ｍ 为定值。而在

条纹投影偏折法中，则需要分析基准光强与条纹移

相之间的关系，从而减少相位计算的误差。

使用戴尔２１寸（１寸为１／３０ｍ）显示器和ＢＺＪＩ

Ⅱ型光照度计测试条纹投影偏折法中投影到待测面

的基准光强的变化，实验装置图如图２所示。

图２ ＰＦＤ实验中基准光强测试装置图

Ｆｉｇ．２ ＳｅｔｕｐｏｆｂａｃｋｇｒｏｕｎｄｉｎｔｅｎｓｉｔｙｔｅｓｔｉｎＰＦＤ

图３ ＰＦＤ实验中照度测试结果及拟合曲线图

Ｆｉｇ．３ Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌａｎｄｆｉｔｔｉｎｇｃｕｒｖｅｓｏｆ

ｉｌｌｕｍｉｎａｔｉｏｎｔｅｓｔｉｎＰＦＤ

屏幕投影的正弦条纹移相范围为－１０π～１０π，

步长为０．５π。投影到待测面的基准光强变化如图３

所示。

图３中星点线为投影到待测面的实际基准光强

值，虚线为拟合结果。可以看出，投影到待测面的基

准光强的变化与屏幕生成的正弦条纹移相值一致。

因此，投影条纹投射到待测面的基准光强不是固定

值，而是按一定周期变化，即

Δ犐Ｍ ∝ｃｏｓΔδ， （４）

式中Δ犐Ｍ 为光强变化量，Δδ为投影条纹附加的相位

变化量。

在正弦条纹投影中，投影屏每一个像素的光经

过待测面反射后的亮度响应并非是一致的，因此引

入待测面光强调制系数犅（狓，狔），则投影到待测面

位置的基准光强为

犐Ｍ犼（狓，狔）＝犐Ｍ［１＋犅（狓，狔）·ｃｏｓδ犼］． （５）

３．２　免疫光强的五步移相算法推导

由３．１节实验分析可以看出，条纹投影偏折法

中，投影到待测面的正弦条纹光强分布可以表示为

犐犼（狓，狔）＝犐Ｍ·［１＋犅·ｃｏｓδ犼］·

｛１＋γ·ｃｏｓ［φ（狓，狔）＋δ犼］｝． （６）

为了方便后续分析，将（６）式展开为

犐犼（狓，狔）＝犃１（狓，狔）＋犃２（狓，狔）·ｃｏｓδ犼＋

犃３（狓，狔）·ｓｉｎδ犼＋犃４（狓，狔）·ｃｏｓ
２
δ犼＋

犃５（狓，狔）·ｃｏｓδ犼·ｓｉｎδ犼， （７）

式中，

犃１（狓，狔）＝犐Ｍ，

犃２（狓，狔）＝犐Ｍ·［γｃｏｓφ（狓，狔）＋犅］，

犃３（狓，狔）＝－犐Ｍ·γｓｉｎφ（狓，狔），

犃４（狓，狔）＝犐Ｍ·犅·γｃｏｓφ（狓，狔），

犃５（狓，狔）＝－犐Ｍ·犅·γｓｉｎφ（狓，狔）． （８）

犃犼（狓，狔）包含了所有的未知变量，实际相位可以表

示为

φ（狓，狔）＝ａｒｃｔａｎ
－犃５（狓，狔）

犃４（狓，狔）
． （９）

因此，在实验中测得了一系列投影条纹光强值犐犼

后，为了解出其相位分布，应用最小二乘判据，有

犔＝∑
犖

犼＝１

（犐犼 －犐犼）
２， （１０）

式中犔为最小二乘判据因子。若要犔取最小值，应

满足（１０）式的一阶导数为零，可以得出

（δ犼）·犃犼（狓，狔）＝犛（狓，狔，δ犼）， （１１）

式中，
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（δ犼）＝

犖 ∑ｃｏｓδ犼 ∑ｓｉｎδ犼 ∑ｃｏｓ
２
δ犼 ∑ｃｏｓδ犼ｓｉｎδ犼

∑ｃｏｓδ犼 ∑ｃｏｓ
２
δ犼 ∑ｃｏｓδ犼ｓｉｎδ犼 ∑ｃｏｓ

３
δ犼 ∑ｃｏｓ

２
δ犼ｓｉｎδ犼

∑ｓｉｎδ犼 ∑ｃｏｓδ犼ｓｉｎδ犼 ∑ｓｉｎ
２
δ犼 ∑ｃｏｓ

２
δ犼ｓｉｎδ犼 ∑ｃｏｓδ犼ｓｉｎ

２
δ犼

∑ｃｏｓ
２
δ犼 ∑ｃｏｓ

３
δ犼 ∑ｃｏｓ

２
δ犼ｓｉｎδ犼 ∑ｃｏｓ

４
δ犼 ∑ｃｏｓ

３
δ犼ｓｉｎδ犼

∑ｃｏｓδ犼ｓｉｎδ犼 ∑ｃｏｓ
２
δ犼ｓｉｎδ犼 ∑ｃｏｓδ犼ｓｉｎ

２
δ犼 ∑ｃｏｓ

３
δ犼ｓｉｎδ犼 ∑ｃｏｓ

２
δ犼ｓｉｎ

２
δ

熿

燀

燄

燅犼

， （１２）

犛（狓，狔，δ犼）＝

∑犐

犼

∑犐

犼ｃｏｓδ犼

∑犐

犼ｓｉｎδ犼

∑犐

犼ｃｏｓ

２
δ犼

∑犐

犼ｃｏｓδ犼ｓｉｎδ

熿

燀

燄

燅犼

． （１３）

由于（７）式中有５个独立自由变量，因此犼＝１，２，３，４，５。

将（１２），（１３）式代入（１１）式，其中，移相步长为１／３π，即可解出

φ（狓，狔）＝ａｒｃｔａｎ
槡３
犐１
３
－
２犐２
３
＋
２犐３
３
－
犐４（ ）３

犐１
３
－
２犐３
３
＋犐４－

２犐５
３

． （１４）

３．３　免疫光强的五步移相算法频域分析

自１９９０年以来，移相算法的频域分析得到了系统地发展。移相算法在频域表现为一系列的滤波函数组

合，频域分析可以直观地描述和评价一个移相算法的性能［１６－１８］。

将移相过程看作是一个系统的时域响应，可以将（６）式改写为

狊（狋）＝犐Ｍ［１＋犅ｃｏｓ（２π狏ｓ狋）］［１＋γｃｏｓ（φ＋２π狏ｓ狋）］，　δ犼 ＝２π狏ｓ狋． （１５）

式中狏ｓ表示移相频率。因此，移相信号的频谱可以写为

犛（狏）＝犉［狊（狋）］＝２π犐Ｍδ（狏）＋π犐Ｍ犅［δ（狏－狏ｓ）＋δ（狏＋狏ｓ）］＋π犐Ｍγ［ｅｘｐ（ｊφ）δ（狏－狏ｓ）＋

ｅｘｐ（－ｊφ）δ（狏＋狏ｓ）］＋２π犐Ｍ犅γｃｏｓφδ（狏）＋π犐Ｍ犅γ［ｅｘｐ（ｊφ）δ（狏－２狏ｓ）＋ｅｘｐ（－ｊφ）δ（狏＋２狏ｓ）］，（１６）

式中δ为单位冲激响应。移相算法提取相位过程可以表示为

犮犻＝∫
∞

－∞

狊（狋）犳犻（狋）ｄ狋，　犻＝１，２， （１７）

式中犳犻（狋）是抽样信号，为

犳１（狋）＝∑
４

犼＝０

α犼δ（狋－狋犼），

犳２（狋）＝∑
４

犼＝０
β犼δ（狋－狋犼）， （１８）

式中α犼，β犼分别为冲激响应对应项系数。对（１７）式应用Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ变换，则有

犮犻＝２Ｒｅ∫
∞

０

犛（狏）犉
犻 （狏）ｄ［ ］狏 ，　犻＝１，２． （１９）

将（１６）式代入（１９）式则有

犮犻＝Ｒｅ［４π犐Ｍ犉

犻 （０）＋２π犐Ｍ犅犉


犻 （狏ｓ）＋２π犐Ｍγｅｘｐ（ｊφ）犉


犻 （狏ｓ）＋

４π犐Ｍ犅γｃｏｓφ犉

犻 （０）＋２π犐Ｍ犅γｅｘｐ（ｊφ）犉


犻 （２狏ｓ）］，　犻＝１，２． （２０）

若要从上式中滤出相位信号，则需满足

犉
１ （０）＝犉


２ （０）＝０，
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犉
１ （狏ｓ）＝犉


２ （狏ｓ）＝０，

犉
１ （２狏ｓ）≠０，

犉
２ （２狏ｓ）≠０． （２１）

同样，将免疫光强的五步移相算法改写为时域信号形式，即

ｔａｎφ＝
槡３
狊１
３
－
２狊２
３
＋
２狊３
３
－
狊４（ ）３

狊１
３
－
２狊３
３
＋狊４－

２狊５
３

． （２２）

因此，抽样信号，为

犳１（狋）＝
槡３
３
δ（狋）－２δ狋－

１

６
犜（ ）ｓ ＋２δ狋－１３犜（ ）ｓ －δ狋－１２犜（ ）［ ］ｓ ，

犳２（狋）＝
１

３
δ（狋）－２δ狋－

１

３
犜（ ）ｓ ＋３δ狋－１２犜（ ）ｓ －２δ狋－２３犜（ ）［ ］ｓ ， （２３）

式中犜ｓ＝
１

狏ｓ
，表示抽样信号周期。时域抽样信号的共轭频谱为

犉
１ （狏）＝

槡３
３
ｅｘｐｊ

π狏
２狏（ ）

ｆ

－２ｊｓｉｎ
π狏
２狏（ ）

ｆ
＋
槡２ ３
３
ｅｘｐｊ

π狏
２狏（ ）

ｆ

２ｊｓｉｎ
π狏
６狏（ ）

ｆ

，

犉
２ （狏）＝

１

３
ｅｘｐｊ

２π狏
３狏（ ）

ｆ

－２ｊｓｉｎ
２π狏
３狏（ ）

ｆ
＋
２

３
ｅｘｐｊ

５π狏
６狏（ ）

ｆ

２ｊｓｉｎ
π狏
６狏（ ）

ｆ
＋
２

３
ｅｘｐｊ

７π狏
６狏（ ）

ｆ

－２ｊｓｉｎ
π狏
６狏（ ）

ｆ

，（２４）

式中狏ｆ为滤波器函数频率。抽样函数的频域响应如图４所示。

图４ 抽样函数的频域响应

Ｆｉｇ．４ Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆｓａｍｐｌｉｎｇｆｕｎｃｔｉｏｎｓ

　　从图４中可以看出，在狏ｓ／狏ｆ＝０和狏ｓ／狏ｆ＝１

时，抽样函数频域响应均为０，在狏ｓ／狏ｆ＝２时，可以

从犮犻滤出所求相位。

４　数值实验

为了验证算法的可行性，由于移相算法对条纹

周期 并 不 敏 感，利 用 计 算 机 生 成 ５１２ｐｉｘｅｌ×

５１２ｐｉｘｅｌ大小的单周期正弦移相条纹图，每次移相

步长为π／３，并加入幅值为最大光强１％～５％的背

景光波动，同时，加入０．１％～０．５％幅值的杂散光

噪声，计算获得的条纹图如图５所示。

图５ 计算机生成五步移相正弦条纹图

Ｆｉｇ．５ Ｃｏｍｐｕｔｅｒｇｅｎｅｒａｔｅｄｆｉｖｅｓｔｅｐｐｈａｓｅｓｈｉｆｔｉｎｇｓｉｎｕｓｏｉｄａｌｆｒｉｎｇｅｐａｔｔｅｒｎｓ

　　通过免疫光强的五步移相算法对待测相位进行计算，结果如图６所示。
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图６ 免疫光强五步移相算法相位计算结果

Ｆｉｇ．６ Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｅｉｎｔｅｎｓｉｔｙｉｎｓｅｎｓｉｔｉｖｅｆｉｖｅｓｔｅｐｐｈａｓｅｓｈｉｆｔｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍ

在加入相同光强变化和杂散光噪声的情况下，将本文算法与Ｂｒｕｎｉｎｇ四步移相算法、Ｓｕｒｒｅｌ五步移相算

法和 Ｈａｒｉｈａｒａｎ移相算法进行对比，结果如图７所示。

图７ 四种算法对比

Ｆｉｇ．７ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｆｏｕｒａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

　　四种算法的相位计算误差峰谷值（ＰＶ）和均方

根（ＲＭＳ）如表１所示。

表１ 四种移相算法计算结果误差ＰＶ和ＲＭＳ值

Ｔａｂｌｅ１　ＰｈａｓｅｅｒｒｏｒＰＶａｎｄＲＭＳｏｆｔｈｅ

ｆｏｕｒｐｈａｓｅｓｈｉｆｔｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ
（ｓｔｅｐ）

ＰＶ／λ ＲＭＳ／λ
ＲＭＳ／λ

（ｒｅｍｏｖｉｎｇｄｅｆｏｃｕｓ）

Ｈａｒｉｈａｒａｎ（５） ０．０３２２ ０．００８０ ０．００７２

Ｓｕｒｒｅｌ（５） ０．０３２３ ０．００８７ ０．００７５

Ｂｒｕｎｉｎｇ（４） ０．０３６０ ０．０１１９ ０．０１１２

Ｎｅｗ（５） ０．００４２ ０．００１４ ０．０００９

５　结　　论

针对条纹投影偏折法中光强变化造成的坐标及

其映射关系测量误差，提出了一种免疫光强变化的

五步移相算法。数值仿真实验结果表明，该算法可

以很好地消除光强变化及杂散光对条纹投影偏折实

验中相位计算的影响。对比已有的移相算法，该算

法精度有明显的提高。算法未增加移相步数，可以

满足条纹投影偏折法快速测量的要求。
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