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基于角谱插值的数字全息在任意斜面的重建方法

潘卫清　朱勇建
（浙江科技学院理学院，浙江 杭州３１００２３）

摘要　为了在任意非平行斜面上重建数字全息像，提出了一种基于角谱旋转变换和插值的数字处理方法，用角谱

衍射理论进行了分析，给出了正反旋转两种数字插值方法，基于旋转变换信息量不变的原则分析了倾斜面上的抽

样间隔取值范围，其大小取决于斜面带宽和全息图空间带宽积大小。实现了在７１°倾斜物面上的全息重建，消除了

倾斜造成的局部离焦现象，同时验证了算法在斜面上抽样间隔取值范围。
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１　引　　言

数字全息技术利用电荷耦合器件（ＣＣＤ）等电子

探测器代替全息干板记录全息图，然后通过计算机

处理恢复记录面上的物波光场，通过数字衍射可方

便地得到任意平面上的衍射场的振幅和相位分布。

相比传统全息术而言，数字全息技术有许多显著的

技术优势，比如记录方便、再现灵活、可量化测量和

可获取相位信息［１］等。目前，数字全息技术已得到

了广泛关注，并在多个领域得到应用和研究，如粒子

场测量［２，３］、微电子机械和微光学分析［４，５］、微生物

相衬显微成像［６，７］、三维识别［８］以及信息加密等［９］。

数字全息中的再现像是由计算机通过数字重建

而得到，常用的数字衍射算法有菲涅耳算法（ＦＲ）和

角谱衍射算法（ＡＳ）
［１０］两种，这两种算法都是基于

快速傅里叶变换（ＦＦＴ）实现的，其中ＦＲ只需一次

傅里叶变换，也叫单傅里叶变换算法（ＳＦＴ），而ＡＳ

则需要作两次傅里叶变换。然而这两种算法都是基

于两平行平面来构造的，即光波输入的物面和衍射

观察面必须是平行的。这给许多实际应用带来不

便，比如不利于楔形物体的全息检测和对物体进行

０８０９００２１
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多视角检测。对此文献［１１，１２］报道了光波经倾斜

孔径或狭缝的夫琅禾费衍射理论和菲涅耳衍射理

论。后来Ｙｕ等
［１３］在两非平行坐标系下引入一个传

播方向角对菲涅耳衍射公式进行了重新推导，提出

了一种可用于数字全息在任意视角下进行重建的方

法。Ｍａｔｓｕｓｈｉｍａ等
［１４］提出一种通过频谱旋转变换

实现两非平行平面之间光场传播的方法，然而他未

讨论完整的数字实现过程和理论。Ｎｉｃｏｌａ等
［１５］将

该方法用于消除简单的倾斜物面给数字全息重建带

来的畸变。

本文针对数字全息在任意斜面进行重建和多视

角检测，提出一种通过角谱插值采样的简单数字处

理方法。并通过实验对该方法进行了严格验证。

２　角谱插值原理及数字处理方法

２．１　角谱插值原理

在任意斜面上数字全息的重建过程如图１所

示。其中（ξ－η）是全息面坐标，（狓－狔）是一般重建

平面坐标，称之为原平面，该坐标与全息面坐标是平

行的，两平面间的距离为重建距离犱，通过角谱重建

算法或菲涅耳重建算法可得到该重建平面上的全息

像场分布犳（狓，狔）。（^狓－狔^）坐标是一个相对（狓－狔）

坐标绕狓轴和狔轴做坐标旋转后的一个任意斜面，

称之为参考平面，为了在该斜面上重建全息像犳^（^狓，

狔^），需要找到光场在（^狓－狔^）坐标和（狓－狔）坐标之

间的变换关系。

图１ 数字全息在任意斜面重建坐标示意图

Ｆｉｇ．１ Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｏｎｆｏｒｄｉｇｉｔａｌｈｏｌｏｇｒａｐｈｉｃ

ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｏｎａｒｂｉｔｒａｒｉｌｙｔｉｌｔｅｄｐｌａｎｅ

根据角谱衍射理论，任意相干光场犳（狓，狔）都可

分解为沿各个方向传播的平面波，而这些平面波的

复振幅为该光场的角谱，可由相干光场的傅里叶变

换得到：

犉（狌，狏）＝犉｛犳（狓，狔）｝＝犳（狓，狔）×
ｅｘｐ［－２π（狌狓＋狏狔）］ｄ狓ｄ狔， （１）

式中犉｛·｝表示傅里叶变换，犉（狌，狏）是光场的角谱，

与角谱对应的平面波波矢为

犽＝２π［狌　狏　狑（狌，狏）］， （２）

式中狑（狌，狏）＝（λ－
２
－狌

２
－狏

２）１／２，同理，假设同一光

场在参考面上的场分布为犳^（^狓，^狔），则其相应角谱为

犉^（^狌，^狏）＝ 犉｛^犳（^狓，^狔）｝， 空 间 波 矢 为 犽^ ＝

２π［^狌　^狏　狑^（^狌，^狏）］，其中 狑^（狌，狏）＝ （λ－
２
－狌^

２
－

狏^２）１
／２。由于原平面和参考平面表示同一光场，因此

同一角谱平面波分量在两不同平面坐标系下可进行

相互变换表示：

犽＝犜
－１^犽

犽^＝｛ 犜犽
， （３）

式中犜为坐标旋转变换矩阵
［１６］，假设参考面相对原

平面绕狔轴旋转了θ狔 角，则旋转变换矩阵为

犜＝

ｃｏｓθ狔 ０ －ｓｉｎθ狔

０ １ ０

ｓｉｎθ狔 ０ ｃｏｓθ

熿

燀

燄

燅狔

， （４）

所以参考平面上的光场角谱可由原平面光场角谱经

坐标变换得到，即

犉^（^狌，^狏）＝犉（ｃｏｓθ狔^狌＋ｓｉｎθ狔^狑，^狏）． （５）

对（５）式作逆傅里叶变换，即可得到与之对应的斜面

光场分布。然而由于两坐标系之间的坐标旋转变换

是非线性的，如图２所示，所以在数字处理中会在其

中一个平面上出现非等间隔抽样数据，而ＦＦＴ只适

用于等间隔抽样情况，因此为了得到任意斜面上的

光场分布，需要对角谱数据进行插值抽样处理。

图２ 原平面频谱变换到参考面的坐标变换曲线

Ｆｉｇ．２ ＣｕｒｖｅｓｆｏｒｔｒａｎｓｆｏｒｍｉｎｇＦｏｕｒｉｅｒｆｒｅｑｕｅｎｃｙｉｎ

ｓｏｕｒｃｅｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｉｎｔｏｒｅｆｅｒｅｎｃｅｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ

２．２　角谱插值数字处理方法

为了得到任意斜面上等间隔采样的角谱数据，

可采用两种数字处理方法。第一种方法是将任意斜

面作为参考面，由原平面旋转到参考面，具体步骤

为：１）确定参考面上角谱的采样间隔和采样数目，

对频率坐标进行离散化采样，得到一个以零频为中

０８０９００２２
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心的二维离散空间频率坐标矩阵 ［^狌犿，^狌狀］和对应原

平面频率坐标的参考频率坐标矩阵［^狌′犿，^狌′犿］，其中

狌^′犿＝狌^犿－ｓｉｎθ狔狑（０，０），^狏′狀＝狏^狀；２）由坐标变换公式

狌＝ｃｏｓθ狔^狌′犿＋ｓｉｎθ狔^狑（^狌′犿，^狏′狀），狏＝狏^′狀计算参考频率

坐标对应的原平面频率坐标矩阵，并对原平面的离

散角谱进行插值采样，从而得到参考面上的等间隔

采样角谱；３）对参考面离散角谱进行逆傅里叶变

换，最终得到所在斜面上的全息光场分布。

在该处理方法中，确定参考面上角谱的采样间

隔和数目是关键。根据图２，当频谱坐标由原平面

变换到参考面时，其频谱宽度将随之变窄，即由犾犃犅

变为犾犆犇。而坐标变换不会改变图像的信息量，即频

谱的信息自由度或空间带宽积应该维持不变，所以

为了充分采样参考面频谱的采样点数目不应少于原

平面的采样点数。假设原平面光场的宽度为犔狓，

犔狔，频谱宽度为犅狓，犅狔，由坐标变换确定的参考面频

谱宽度为犅^狓，^犅狔，则根据奈奎斯特采样定理参考面

上的采样间隔应满足

犅^狓／犕 ≤ Δ^狌≤犅^狓／（犔狓犅狓），^犅狔／犖 ≤

Δ^狏≤犅^狔／（犔狔犅狔）， （６）

式中犕，犖 是抽样点数。由于变换后频谱带宽被压

缩，所以参考面上的再现光场将被相应放大。

第二种方法是对第一种方法的反向旋转，即由

参考面旋转到原平面，具体步骤为：１）确定原面上

角谱的采样间隔和采样数目，对频率坐标进行离散

化采样，得到一个以零频为中心的二维离散空间频

率坐标矩阵 ［狌犿，狌狀］；２）由坐标变换关系式 狌^ ＝

ｃｏｓθ狔狌犿 －ｓｉｎθ狔［狑（狌犿，狏狀）－狑（０，０）］，^狏＝狏狀 ＋

ｃｏｓθ狔［狑（狌犿，狏）－狑（０，０）］，计算原平面频率坐标

对应的参考平面频率坐标矩阵，并对参考平面的离

散角谱进行插值采样，从而得到原面上的等间隔采

样角谱；３）对原平面离散角谱进行逆傅里叶变换，

最终得到所在原平面上的全息光场分布。

与第一种方法类似，根据信息量不变原理，原平

面上的采样点数应该与参考面相同，而且采样间隔

也应该满足（６）式，但由于反向变换会使频谱展宽，

所以原平面上的再现光场将被相应地缩小。

３　实　　验

实验采用透射式离轴数字全息记录光路，如

图３所示。所采用的激光器为氦氖激光器，波长为

６３２．８ｎｍ，激光经透镜系统扩束准直后形成平面

波，再由分束镜ＢＳ１分成两束平行光，一束经反射

镜 Ｍ１反射作为参考光 Ｒ，另一束经中性衰减片

（ＮＦ）做光强衰减调整，然后照射透明胶片形成物波

Ｏ，物波再经分束器ＢＳ２反射后与参考光Ｒ发生干

涉，产生干涉条纹全息图，适当调整ＢＳ２的方位角

度，使ＣＣＤ上的干涉条纹满足充分采样条件，记录

全息图。实验中所使用的记录物体是一张透明胶

片，上面打印了“浙江科技学院”几个汉字，如图３所

示。胶片相对ＣＣＤ记录面绕垂直于平台的狔轴旋

转了７１°。实验所选用的 ＣＣＤ 为型号ｓｃＡ１３９０

１７ｇｍ的单色ＣＣＤ，尺寸为６．４７ｍｍ×４．８４ｍｍ，像

素数为１３９２ｐｉｘｅｌ×１０４０ｐｉｘｅｌ。实验记录到的全息

图和频谱如图４（ａ）和（ｂ）所示。在该频谱中设置的

矩形滤波窗口为６１．８２ｍｍ－１×４１．３２ｍｍ－１，然后

用角谱重建算法分别在１０６ｍｍ和１１５．２ｍｍ处得

到图４（ｃ）和（ｄ）两个再现全息像。由图中可看出，

由于物面倾斜放置，所以在平行于ＣＣＤ记录面的原

平面上只能对再现像进行局部聚焦，而其他区域则

会产生严重的离焦模糊现象。从再现图上测得再现

像的空间尺寸为３．９９ｍｍ×１．３６ｍｍ，总抽样像素

数为４００ｐｉｘｅｌ×２００ｐｉｘｅｌ。

图３ 离轴数字全息记录光路图

Ｆｉｇ．３ Ｒｅｃｏｒｄｉｎｇｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｏｆｏｆｆｌｉｎｅ

ｄｉｇｉｔａｌｈｏｌｏｇｒａｐｈｙ

要得到完整的清晰再现像需要将再现光场做

７１°旋转，到倾斜的参考面上进行重建。用（３）式计

算确定原平面变换到参考面的频谱带宽为 犅^狓＝

２１．０９ｍｍ－１，^犅狔＝４１．１２ｍｍ
－１，然后根据空间带宽

积不变原则确定参考面的抽样点数为４００×２００，从

而由（６）式得到抽样间隔的取值范围为０．０５２７≤

Δ^狌≤０．０８５４，０．２０５６≤Δ^狏≤０．７３４２。然后在距离为

１１１．５ｍｍ处用三次插值算法
［１７］得到７１°斜面上的

重建全息像及频谱如图５所示。其中图５（ａ）和（ｂ）

是抽样间隔取下限值即 Δ^狌＝０．０５２７，Δ^狏＝０．２０５６

的重建像及频谱，此时频谱正好充满整个计算窗口，

所以没有信息损失，由于重建是在参考面即胶片所

在平面上完成的，所以所有的文字都同时被清晰聚

焦。图５（ｃ）和（ｄ）是抽样间隔取上限值即 Δ^狌＝

０．０８５４，Δ^狏＝０．７３４２时对应的重建像和频谱，此时

重建像被放大，刚好充满整个计算窗口，从该图中可
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清晰地看出打印字体中不均匀的喷墨细节。图５（ｅ）

和（ｆ）是抽样间隔超出下限值即 Δ^狌＝０．０３７９，Δ^狏＝

０．０５６６的重建图像和频谱，此时频谱宽度已小于原始

全息图的带宽，其效果相当于低通滤波，所以重建文

字中的细节信息已经丢失。图５（ｇ）和（ｈ）是抽样间

隔超过上限值即 Δ^狌＝０．１００４，Δ^狏＝０．８８４２的重建图

象和频谱，显然该抽样间隔已经不满足充分采样条

件，所以重建图像出现了严重的折叠现象。

图４ 任意斜面的打印文字数字全息（ａ），全息频谱及６１．８２ｍｍ－１×４１．３２ｍｍ－１的滤波窗口（ｂ），在１０６ｍｍ（ｃ）和

１１５．２ｍｍ（ｄ）处的平行平面上的重建图像

Ｆｉｇ．４ Ｄｉｇｉｔａｌｈｏｌｏｇｒａｍｏｆ（ａ）ｔｈｅｐｒｉｎｔｉｎｇｃｈａｒａｃｔｅｒｓｏｎｔｉｌｔｅｄｐｌａｎｅ，（ｂ）ｈｏｌｏｇｒａｐｈｉｃｓｐｅｃｔｒｕｍｗｉｔｈｆｉｌｔｅｒｉｎｇｗｉｎｄｏｗｏｆ

６１．８２ｍｍ－１×４１．３２ｍｍ－１，ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎａｍｐｌｉｔｕｄｅｉｍａｇｅｏｎｐａｒａｌｌｅｌＣＣＤｐｌａｎｅａｔ（ｃ）１０６ｍｍａｎｄ（ｄ）１１５．２ｍｍ

图５ 在７１°斜面上抽样间隔取下限值 Δ^狌＝０．０５２７，Δ^狏＝０．２０５６的（ａ）重建图和（ｂ）频谱，抽样间隔取上限值 Δ^狌＝０．０８５４，

Δ^狏＝０．７３４２的（ｃ）重建图和（ｄ）频谱，抽样间隔超出下限值即 Δ^狌＝０．０３７９，Δ^狏＝０．０５６６的（ｅ）重建图和（ｆ）频谱，抽样

　　　　　　　　　　间隔超过上限值即 Δ^狌＝０．１００４，Δ^狏＝０．８８４２的（ｇ）重建图和（ｈ）频谱

Ｆｉｇ．５ （ａ）Ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎａｍｐｌｉｔｕｄｅｉｍａｇｅａｎｄ（ｂ）ｓｐｅｃｔｒｕｍｂｙｓｅｔｔｉｎｇｔｈｅｉｎｔｅｒｖａｌａｓｔｈｅｌｏｗｅｒｌｉｍｉｔΔ^狌＝０．０５２７，Δ^狏＝

０．２０５６，（ｃ）ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｉｍａｇｅａｎｄ（ｄ）ｓｐｅｃｔｒｕｍｂｙｓｅｔｔｉｎｇｔｈｅｉｎｔｅｒｖａｌａｓｔｈｅｕｐｐｅｒｌｉｍｉｔΔ^狌＝０．０８５４，Δ^狏＝

０．７３４２，（ｅ）ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｉｍａｇｅａｎｄ（ｆ）ｓｐｅｃｔｒｕｍｂｙｓｅｔｔｉｎｇｔｈｅｉｎｔｅｒｖａｌｌｏｗｅｒｔｈａｎｔｈｅｌｏｗｅｒｌｉｍｉｔΔ^狌＝０．０３７９，

Δ^狏＝０．０５６６，（ｇ）ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｉｍａｇｅａｎｄ （ｈ）ｓｐｅｃｔｒｕｍｂｙｓｅｔｔｉｎｇｔｈｅｉｎｔｅｒｖａｌｈｉｇｈｅｒｔｈａｎｔｈｅｕｐｐｅｒｌｉｍｉｔ

　　　　　　　　　　　　　Δ^狌＝０．１００４，Δ^狏＝０．８８４２ｏｎａ７１°ｔｉｌｔｅｄｐｌａｎｅ

　　为了验证第二种算法，将图５（ａ）和（ｂ）对应的

参考面上的重建像进行反向旋转插值，其结果如

图６所示。图６（ａ）是由倾斜参考面变换到平行平面

的再现像，图６（ｂ）是由全息图直接在平行平面上重
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建的再现像，从图中看不出两者的显著差别，说明反

向变换重建的算法是可靠的，图６（ｃ）是图６（ａ）和

（ｂ）相减的绝对误差，从中可看出两再现像在远离

中心处误差较大，这主要是由旋转变换中的两次插

值操作引起的。

图６ （ａ）由倾斜面到平行平面的反向插值重建图；（ｂ）由全息图直接在相同平行平面上的重建图；

（ｃ）两幅图相减的绝对误差图

Ｆｉｇ．６ Ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｉｍａｇｅｏｎｐａｒａｌｌｅｌｐｌａｎｅｆｒｏｍ（ａ）ｔｈｅｔｉｌｔｅｄｐｌａｎｅａｎｄ（ｂ）ｔｈｅｏｒｉｇｉｎａｌｒｅｃｏｒｄｉｎｇｈｏｌｏｇｒａｍ；

（ｃ）ｔｈｅｅｒｒｏｒｉｍａｇｅｂｙｓｕｂｔｒａｃｔｉｎｇｉｍａｇｅ（ａ）ａｎｄｉｍａｇｅ（ｂ）

４　结　　论

提出了一种通过角谱旋转变换和数字插值在任

意斜面上进行数字全息重建的方法。该方法操作简

单，只需傅里叶变换和插值运算。用该方法可实现

光场从记录面到任意倾斜物面的旋转变换及反变

换。详细讨论了角谱旋转变换和插值的原理，并给

出了两种实现角谱插值的数字处理方法，具体分析

了插值过程中的抽样间隔和抽样数目的选取方法，

结果表明若倾斜面上的抽样数目应该不小于原平面

的抽样点数，则抽样间隔大小取决于变换后斜面上

的角谱带宽和全息图的空间带宽积。实验结果表

明，本文所提方法可将倾斜物面上的所有文字同时

清晰聚焦，从而得到完整的清晰再现像。当抽样间

隔小于给出的下限值时，则会出现类似低通滤波的

效果，导致再现的像细节丢失，反之会出现欠采样现

象，导致再现像折叠。反向旋转插值方法可以实现

光场从斜面到原平面的还原。其误差主要来源于插

值运算。该方法操作简单而且效率高，可广泛应用

于楔形元件的表面检测和多视角数字全息，现实。
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