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摘要　建立了一个由量子噪声和非线性色抽运噪声共同驱动下的单模激光立方模型，并将其在极坐标下分解为场

幅和相位的朗之万方程（ＬＥ）。采用近似福克 普朗克方程的方法处理相位朗之万方程中的色噪声，使其马尔科夫

化。将马尔科夫化后的相位朗之万方程与锁相条件相结合，得到稳定锁相值。详细讨论了量子噪声实虚部间的关

联和抽运噪声实虚部间的关联对激光锁相的影响。结果表明激光锁相由量子噪声实虚部之间的关联引起，而抽运

噪声实虚部间的关联和量子噪声实虚部间的关联均可改变这一锁相。
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１　引　　言

近２０年激光系统中光场的涨落，引起了研究者

们越来越多的关注［１～７］。光场的涨落大致以两种形

式的噪声表现：一种是源于外界随机扰动的抽运噪

声，另一种是源于自发辐射的量子噪声。在研究噪

声间的关联对激光统计性质的影响时，通常只考虑

０７０２００５１
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抽运噪声与量子噪声间的关联［８，９］。直到１９９６年，

周晓平等［１０］提出在一个复光场中，复量子噪声的实

部与虚部间可能存在关联。随后张莉等［１１～１４］发现

在这种关联机制下，研究系统的统计性质能更好地

符合实验结果。他们所导出的激光场幅方程覆盖了

Ｆｏｘ等
［１５］提出的激光场幅方程，并指出量子噪声实

虚部关联是导致激光锁相的原因。接下来为了研究

抽运噪声实虚部间的关联效应，张莉等［１６～１８］又将非

线性抽运噪声引入到激光系统，成功地建立了含有

抽运噪声实虚部间关联系数的激光光场的朗之万方

程（ＬＥ）。然而上述工作却仅仅局限于激光光场幅

的统计特性研究，激光系统中抽运噪声实部与虚部

间的关联对光场相位的影响，特别是对激光锁相的

影响却至今未见报道。

本文研究抽运噪声实部虚部间的关联对激光锁

相的影响。首先引入非线性色抽运噪声到激光理

论，在此基础上表述模型，并将激光复电场犈（犈＝

狉ｅｘｐ（ｉφ），狉为光场幅，φ为激光场的周相）的ＬＥ分

解为狉和φ的ＬＥ；然后将曹力等
［１９，２０］提出的非线性

外噪声驱动系统的近似福克 普朗克方程（ＡＦＰＥ）

的理论方法用到本文模型，即处理既有非线性外噪

声（这里就是非线性抽运噪声）又有加法量子噪声驱

动的激光系统，得到φ的ＡＦＰＥ，使φ的ＬＥ马尔科

夫化；最后研究激光场的锁相。结果发现激光锁相

由量子噪声实部与虚部之间的关联引起，抽运噪声

实虚部间的关联和量子噪声实虚部间的关联均可改

变这一锁相，因而可以分别利用抽运噪声或量子噪

声实虚部间的关联实现对单模激光锁相的控制。

２　模　　型

单模激光立方模型为

犈＝犪犈－犃 犈
２犈＋［ξ

２（狋）＋２犫ξ（狋）］犈＋狇（狋），

（１）

式中犪，犫和犃 均为实数，犪是净增益系数，犫２＝犪，犃

是自饱和系数。狇（狋），ξ（狋）分别代表复量子噪声和复

色抽运噪声，［ξ（狋）
２
＋２犫ξ（狋）］犈为非线性抽运噪声

项。考虑到一个复噪声的实部和虚部起源于同一个

噪声源，因而复噪声的实部和虚部在某些情况下可

能相互关联。设量子噪声狇（狋）与抽运噪声ξ（狋）不关

联，但狇（狋）的实部虚部以及ξ（狋）的实部虚部各自关

联，其统计性质为

〈狇（狋）〉＝〈ξ（狋）〉＝０， （２）

〈狇犻（狋）狇犼（狋′）〉＝［δ犻犼＋λｑ（１－δ犻犼）］犇δ（狋－狋′）， （３）

〈ξ犻（狋）ξ犼（狋′）〉＝［δ犻犼＋λｐ（１－δ犻犼）］×

犙

τ
ｅｘｐ（－狘狋－狋′狘／τ）， （４）

〈狇犻（狋）ξ犼（狋′）〉＝０． （５）

式中犻，犼＝犐，犚，而犐，犚分别代表噪声的实部和虚

部。λｑ，λｐ分别为量子噪声和抽运噪声实虚部间的关

联系数，λｑ ≤１，λｐ ≤１。犇 为量子噪声强度，犙

为抽运噪声强度，τ为色抽运噪声自相关时间。

将朗之万方程（１）用极坐标表示为［犈＝狉ｅｘｐ

（ｉφ）］，得

ｄ狉
ｄ狋
＝犪狉－犃狉

３
＋η狉（狋）狉＋ε狉（狋）， （６）

ｄφ
ｄ狋
＝ηφ（狋）＋

εφ（狋）

狉
， （７）

式中

η狉（狋）＝ξ
２
Ｒ（狋）－ξ

２
Ｉ（狋）＋２犫ξＲ（狋）， （８）

ηφ（狋）＝２ξＲ（狋）ξＲ（狋）＋２犫ξＩ（狋）， （９）

ε狉（狋）＝狇Ｉ（狋）ｓｉｎφ＋狇Ｒ（狋）ｃｏｓφ， （１０）

ε（狋）＝狇Ｉ（狋）ｃｏｓφ－狇Ｒ（狋）ｓｉｎφ． （１１）

３　锁　　相

由于（７）式中 〈εφ（狋）〉≠０，〈ηφ（狋）〉≠０，故将

εφ（狋）和ηφ（狋）重写成
［２１］

εφ（狋）＝－
犇
２狉
λｑｃｏｓ２φ＋珓εφ（狋）， （１２）

ηφ（狋）＝２λｐ
犙

τ
＋珘ηφ（狋）， （１３）

式中珓εφ（狋）和珘ηφ（狋）是具有零平均的纯噪声，并具有

关联形式：

〈珓εφ（狋）珓εφ（狋′）〉＝犇（１－λｑｓｉｎ２φ）δ（狋－狋′）， （１４）

〈珘ηφ（狋）珘ηφ（狋′）〉＝４（１＋λ
２
ｐ）
犙２

τ
２ｅｘｐ －

２狋－狋′（ ）τ
＋

４犫２λｐ
犙

τ
ｅｘｐ －

狋－狋′（ ）τ
， （１５）

将（１２）和（１３）式代入（７）式，得

ｄφ
ｄ狋
＝－

犇

２狉２
λｑｃｏｓφ＋２λｐ

犙

τ
＋
珓εφ（狋）

狉
＋珘ηφ（狋）．

（１６）

　　这一ＬＥ的特点是：（７）式中的εφ（狋）及ηφ（狋）的非

零平均部分在（１６）式中表现为漂移项，而零平均的

珓εφ（狋）及珓ηφ（狋）为纯噪声驱动项。从（１６）式可看出，正是

由于λｑ的存在，激光光场的周相φ将锁定在由（１６）式

确定的稳定定态上。为了确定φ的稳定锁相值，首先

需对（１６）式取马尔科夫近似。这是因为狇（狋）虽是白噪

声，但ξ（狋）是ｏｒｎｓｔｅｉｎｕｈｌｅｎｂｅｃｋ（ＯＵ）噪声，因此由

（１６）式支配的φ经历的是非马尔科夫过程。如何对过

０７０２００５２
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程（１６）式进行马尔科夫化，得到（１６）式在马尔科夫

近似下的φ的ＬＥ呢？由于珘ηφ（狋）代表非线性噪声项，

通常的统一色噪声近似或小τ小犇 近似等皆不能

用，故采用文献［１９］关于非线性外噪声驱动系统有

效福克 普朗克方程（ＦＰＥ）的理论方法，处理既有非

线性抽运噪声又有加法量子噪声的情形，将（１６）式

转化为ＡＦＰＥ。经此马尔科夫近似后，就可得到与

之等效的白噪声驱动的φ的ＬＥ，再根据所得到的φ
的ＬＥ，结合锁相条件，确定稳定锁相值。

３．１　马尔科夫化

在小涨落近似下，（１６）式中的狉可取确定论定

态值狉０ ＝ 犪／槡 犃。根据文献［１９］，可以得到与（１６）

式对应的ＡＦＰＥ：



狋
犘（φ，狋）＝－



φ
犓１（φ）犘（φ，狋）＋


２


２

φ
犓２（φ）犘（φ，狋）， （１７）

式中

犓１（φ）＝－
犇

２狉２０
λｑｃｏｓ２φ＋２λｐ

犙

τ
， （１８）

犓２（φ）＝
犇

狉２０
（１－λｑｓｉｎ２φ）＋２（１＋λ

２
ｐ）
犙２

τ
＋

４犫２λｐ犙， （１９）

从而写出与ＡＦＰＥ（１７）式等价的φ的ＬＥ：

ｄφ
ｄ狋
＝－

犇

２狉２０
λｑｃｏｓ２φ＋２λｐ

犙

τ
＋犳Γ（狋）， （２０）

式中Γ（狋）为高斯白噪声，其统计性质为

〈Γ（狋）〉＝０， （２１）

〈Γ（狋）Γ（狋′）〉＝δ（狋－狋′）， （２２）

而

犳＝
犇

狉２０
（１－λｑｓｉｎ２φ）［ ＋

２（１＋λ
２
ｐ）
犙２

τ
＋４犫

２
λｐ ］犙

１／２

． （２３）

３．２　稳定锁相值φ狊犔

（２０）式表明当量子噪声实部与虚部间的关联

λｑ≠０和抽运噪声实部与虚部间的关联λｐ≠０时，

存在一个相位回复力 －
犇

２狉２０
λｑｃｏｓ２φ＋２λｐ

犙（ ）τ ，它

将导致场相位的锁定。根据锁相的条件〈ｄφ／ｄ狋〉＝

０，由（２０）式得

λｑｃｏｓ２φＬ ＝４λｐ
犪
犃
犙

τ犇
， （２４）

同时，稳定锁相值φｓＬ还必须满足
［２２］

〈（ｄφ）／（ｄ狋）〉

φ
－
１

２

２

φ
２
〈［犳Γ（狋）］

２〉＜０，（２５）

由（２５）式和（２０）～（２３）式导出

λｑｓｉｎ２φｓ＞０． （２６）

故同时满足（２４）和（２６）式的φｓＬ为稳定锁相值。

３．３　讨　　论

１）由（２４）式知，ｃｏｓ２φｓＬ ＝４
λｐ
λｑ

犪
犃
犙

τ犇
，故当

λｐ≠０和λｑ≠０时，对给定的λｑ，当 λｐ 值超过λｃ＝

λｑ 犃τ犇

４犪犙
时，ｃｏｓ２φｓＬ ＞１，锁相被解除，激光回

归到相位的自由扩散，可利用这一特点对单模激光

的锁相进行控制。

２）（２４）式和（２６）式是稳定锁相的充要条件，同

时满足这两式的φｓＬ为稳定锁相值。联合（２４）式和

（２６）式得到４λｐ
犪
犃
犙

τ犇
ｔａｎ２φｓＬ＞０，故当抽运噪声实

部虚部间的关联系数λｐ＞０（正关联）时，并综合１）

的结果，得到只有当０＜λｐ＜λｃ时，激光相位将被锁

定，并锁定在犽π
２
＜φｓＬ＜

犽π
２
＋
１

４
π的范围。而当抽运

噪声实部虚部间的关联系数λｐ＜０（负关联）和λｐ＞

－λｃ时，即－λｃ＜λｐ＜０，激光相位被锁定，并锁定在

犽π
２
－
１

４
π＜φｓＬ ＜

犽π
２
的范围。

３）作为一个重要特例，当λｐ＝０，λｑ≠０时，由

（２４）式得ｃｏｓ２φｓＬ＝０，代入（２６）式，得

λｑｓｉｎ２φｓＬ ＝ λｑ ， （２７）

此时稳定锁相值回到文献［１１］的结果。由此可见，

在锁相问题上，只要抽运噪声实部虚部不关联，锁相

的规律就和未考虑抽运噪声的文献［１１］的结果相

同。说明激光锁相由量子噪声实部虚部之间的关联

λｑ引起，而抽运噪声实虚部间的关联和量子噪声实

虚部间的关联均可改变这一锁相值。

４）当λｑ＝０时，即量子噪声的实部与虚部间不

存在关联，从φ的ＬＥ（２０）式可看出，激光场的相位

自由扩散。

５）由于稳定锁相条件（２４）式和（２６）式中，没出

现（１）式中反映线性抽运噪声的系数犫，故线性抽运

噪声对激光锁相不产生影响，只有当抽运噪声为非

线性噪声时，抽运噪声的实部与虚部间的关联系数

λ狆 才能改变激光锁相。

４　结　　论

研究了抽运噪声实部虚部间的关联系数λｐ 和

量子噪声实部虚部间的关联系数λｑ 对激光锁相的

影响。结果表明，激光锁相是由量子噪声实部虚部

０７０２００５３
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之间的关联系数λｑ引起，即无论抽运噪声实部虚部

是否关联，仅当λｑ≠０时，激光的相位才会被锁定的

一个稳定值；当抽运噪声为非线性噪声时，抽运噪声

实虚部间的关联系数λｐ 与量子噪声实虚部间的关

联系数λｑ 一样，均可改变锁相值；当－λｃ＜λｐ＜０

时，相位锁定在犽π
２
－
１

４
π＜φｓＬ＜

犽π
２
的范围，当０＜

λｐ＜λｃ时，相位锁定在
犽π
２
＜φｓＬ＜

犽π
２
＋
１

４
π范围。
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