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基于同心圆光栅和契形光栅的摄像机自标定方法

薛俊鹏　苏显渝　窦蕴甫
（四川大学光电科学技术系，四川 成都６１００６４）

摘要　提出一种利用同心圆光栅和契形光栅作为标定模板，基于正交方向消失点摄像机自标定的新方法。新方法

利用相移条纹相位提取精度高的特性来求零相位特征点，避免了传统标记点提取误差给标定结果带来的影响。要

求摄像机至少从６个方位拍摄标靶，采用四步相移得到光栅的截断相位并求解零相位交点，计算消失点从而解算

出摄像机的内参数。根据模拟实验得到影响消失点标定精度因素的分析结果，制作了含有７个周期的同心圆光栅

和４个周期的契形光栅。实际测量实验中分别用光栅靶标和灰度同心圆靶标进行相机标定，对比重投影误差，结

果证明新方法提高了基于消失点标定算法的精度和稳健性。

关键词　光栅；机器视觉；摄像机标定；消失点；交比不变性；同心圆光栅；契形光栅
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１　引　　言

摄像机标定是计算机视觉领域所有工作的第一

步［１］，在三维重建、位姿测量以及视频跟踪等领域中

都极其重要［２～４］。摄像机标定主要分为传统标定方

法和自标定方法［５～９］。传统摄像机标定方法主要是

根据已知尺寸和形状的标靶进行标定，常用的有三

０３０８００２１
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维靶标和二维平面靶标，主要代表是Ｚｈａｎｇ
［１０］的平

面标定法，该方法简单方便、成本低廉、标定精度高。

自１９９２年 Ｈａｒｔｌｅｙ等
［１１，１２］首次提出自标定以来，这

种方法以其简单方便的快速标定优点成为计算机视

觉领域的研究热点之一，如基于消失点、圆环点和空

间垂直直线的自标定方法等。Ｍｅｎｇ等
［１３］提出一种

新的方法，用一个含有若干条直径的圆作为平面模

板，提取拍摄图片中直径与圆的交点作为标记点计

算出圆环点确定相机的内部参数。胡钊政等［１４］提

出利用一组相互正交方向的消失点来进行摄像机标

定。为了提高基于灭点的标定精度，谢文寒等［１５］提

出了多像灭点的相机标定方法。

基于消失点自标定算法相机标定实验中，常选

用灰度模板作为标靶，然后用 Ｈａｒｒｉｓ等算法提取特

征点进行摄像机标定，但基于灰度图像的特征点提

取精度最高为亚像素［１］，为了提高特征点坐标提取

精度，本文利用相移条纹相位定位精度更高的特

性［１６］，提出利用相移同心圆光栅和契形光栅作为靶

标提取特征点的方法，即对拍摄的图像求截断相位，

将截断相位叠加计算零相位交点坐标。用圆心和零

相位交点根据交比不变性求解消失点，然后由正交消

失点调和共轭的特性列出方程求解摄像机内参数。

２　基本原理

２．１　摄像机模型

在透视投影模型下，点犕 的三维坐标为［犡，犢，

犣］Ｔ，对应的图像点犿坐标为［狌，狏］Ｔ，相应的齐次坐

标分别为珮犕＝［犡，犢，犣，１］
Ｔ和珦犿＝［狌，狏，１］

Ｔ，它们

之间的投影关系表示为［１］

λ珦犿 ＝犓 犚　［ ］犜 珮犕， （１）

式中λ为任意常数，犓为摄像机内参数矩阵，犚和犜

分别对应摄像机坐标系到世界坐标系的旋转矩阵和

平移向量。摄像机标定就是为了确定内部参数矩

阵犓：

犓＝

犳狌 狊 狌０

０ 犳狏 狏０

熿

燀

燄

燅０ ０ １

， （２）

式中犳狌和犳狏分别为图像狌轴和狏轴尺度因子，（狌０，

狏０）为主点坐标，狊为狌轴和狏轴不垂直因子。

２．２　零相位交点提取

采用灰度调制的同心圆光栅和契形光栅，如

图１（ａ），（ｂ）所示，它们的强度函数分别为

犐′狀（狉）＝犪＋犫ｃｏｓ
２π狉
犜′
＋
２π狀（ ）犖

， （３）

犐″狀（θ）＝犪＋犫ｃｏｓ
２πθ
犜″
＋
２π狀（ ）犖

， （４）

式中狀＝０，１，…，犖－１；犐′狀，犐″狀分别为同心圆光栅和

契形光栅的第（狀＋１）幅相移图像；犖 为相移总数，

文中选用四步相移犖 ＝４；犪，犫为正常数，且犪＝

犫＝０．５；狉为圆半径；犜′为同心圆光栅的半径周期；θ

为契形光栅的角度；犜″为契形光栅的角度周期。拍

摄４幅图像犐１，犐２，犐３，犐４，通过四步相移解算出截断

相位［１６］，求解公式为

Φ（狌，狏）＝ａｒｃｔａｎ
犐４（狌，狏）－犐２（狌，狏）

犐１（狌，狏）－犐３（狌，狏［ ］）， （５）

式中Φ（狌，狏）为在［－π，π］的相位主值。计算同心圆

光栅和契形光栅截断相位同时为零的点作为标记

点，如图１（ｃ）所示。

图１ 光栅靶标。（ａ）同心圆光栅；（ｂ）契形光栅；（ｃ）截断相位图（圆点为零相位点）

Ｆｉｇ．１ Ｇｒａｔｉｎｇｔａｒｇｅｔ．（ａ）Ｃｏｎｃｅｎｔｒｉｃｃｉｒｃｌｅｓｇｒａｔｉｎｇ；（ｂ）ｗｅｄｇｅｇｒａｔｉｎｇ；（ｃ）ｗｒａｐｐｅｄｉｍａｇｅ

（ｔｈｅｄｏｔｓａｒｅｚｅｒｏｐｈａｓｅｐｏｉｎｔｓ）

２．３　解算消失点

设每个圆环中存在一组具有正交关系的直线，

如图２（ａ）所示。过圆心的两条直径犃犅⊥犆犇，圆心

犗是线段犃犅 和犆犇 的中点。直线犃犅 和犆犇 的无穷

远点分别为犘１∞ 和犘２∞。

图２（ａ）经过投影后所成的像为图２（ｂ）。图中

点犃犿、犅犿、犆犿、犇犿和犗犿分别为点犃、犅、犆、犇和犗的

像点。点犘１和犘２分别为无穷远点犘１∞ 和犘２∞ 的像

０３０８００２２



薛俊鹏等：　基于同心圆光栅和契形光栅的摄像机自标定方法

图２ 消失点求解示意图。（ａ）场景模型；

（ｂ）模型透视图像

Ｆｉｇ．２ Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｖａｎｉｓｈｉｎｇｐｏｉｎｔｓｏｌｕｔｉｏｎ．

（ａ）Ｓｃｅｎｅｍｏｄｅｌ；（ｂ）ｐｅｒｓｐｅｃｔｉｖｅｉｍａｇｅｏｆｍｏｄｅｌ

点，即直线犃犿犅犿 和犆犿犇犿 的消失点。

根据射影几何调和共轭理论［１］，容易证明直径

与圆的两个交点与圆心以及该直径的无穷远点调和

分割，得

（犃，犅；犗，犘１∞）＝－１

（犆，犇；犗，犘２∞）＝－
｛ １

． （６）

　　根据射影几何中交比不变性，像点犃犿、犅犿、犆犿、

犇犿 和犗犿 也满足（６）式的调和共轭关系，于是可以

得到

（犃犿，犅犿；犗犿，犘１）＝－１

（犆犿，犇犿；犗犿，犘２）＝－
｛ １

． （７）

　　通过２．２节方法计算图像中每一个圆环周期的

犃犿、犅犿、犆犿、犇犿 以及圆心犗犿 的坐标，分别表示为

（狌犃，狏犃），（狌犅，狏犅），（狌犆，狏犆），（狌犇，狏犇）和（狌犗，狏犗），代

入（７）式得两个消失点图像坐标计算公式为

狌犘
１
＝
狌犗（狌犃＋狌犅）－２狌犃狌犅
２狌犗－狌犃－狌犅

狏犘
１
＝
狏犗（狏犃＋狏犅）－２狏犃狏犅
２狏犗－狏犃－狏犅

狌犘
２
＝
狌犗（狌犆＋狌犇）－２狌犆狌犇
２狌犗－狌犆－狌犇

狏犘
２
＝
狏犗（狏犆＋狏犇）－２狏犆狏犇
２狏犗－狏犆－狏

烅

烄

烆 犇

． （８）

３　摄像机标定

在欧式几何中，对于犃犅⊥犆犇的两条正交直线

方向为犱犃犅、犱犆犇，根据无穷远单应关系得两条直线

间的夹角公式为

ｃｏｓ９０°＝
犱Ｔ犃犅犱犆犇

犱Ｔ犃犅犱槡 犆犇 犱Ｔ犃犅犱槡 犆犇

＝

犘Ｔ１ω犘２

犘Ｔ１ω犘槡 １ 犘Ｔ２ω犘槡 ２

＝０， （９）

即得

犘Ｔ１ω犘２ ＝犘
Ｔ
１犓

－Ｔ犓－１犘２ ＝０， （１０）

式中ω＝犓
－Ｔ犓－１是绝对二次曲线的像，它是一个对

称矩阵，拥有６个未知参量［ω１，ω２，ω３，ω４，ω５，ω６］，因

ω６＝１故拥有５个自由度，（１０）式写成线性方程为

狌犘
１
狌犘

２
ω１＋（狏犘

１
狌犘

２
＋狌犘

１
狏犘

２
）ω２＋狏犘

１
狏犘

２
ω３＋

（狌犘
１
＋狌犘

２
）ω４＋（狏犘

１
＋狏犘

３
）ω５＋ω６ ＝０． （１１）

　　从不同方位对同一场景进行犿（犿 ≥５）次拍

摄，可获得犿 个线性方程。采用最小二乘算法求解

出ω。通过对ω进行Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分解再求逆得到珟犓

犓，由犓矩阵最后一个元素为１的约束条件，求得摄

像机内参数。

４　实验结果与分析

为了测试提出的利用同心圆光栅和契形光栅计

算消失点自标定方法的性能，分别进行模拟实验和

实际测量实验。

４．１　模拟实验

模拟实验研究了同心圆环个数、标定方位数以

及标记点提取精度对消失点标定精度的影响。模拟

相机内参数如表１所示。模拟图１（ｃ）所示标记点，

用模拟相机从１０个方位对标记点成像，获得标记点

图像坐标。

表１ 相机内部参数

Ｔａｂｌｅ１ Ｉｎｔｒｉｎｓｉｃｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｔｈｅｃａｍｅｒａ

犳狌／ｐｉｘｅｌ 犳狏／ｐｉｘｅｌ 狌０／ｐｉｘｅｌ 狏０／ｐｉｘｅｌ 狊

６５６ ６５６ ３０２ ２４３ ０．２８

４．１．１　圆环数对标定精度的影响

理想情况下，由一对正交直径与每个同心圆环

的交点计算的一对消失点是相同的，故只需一个圆

环就可以精确地标定相机，但实际应用中，提取的交

点坐标带有一定的误差，对标定精度有较大的影响。

下面研究同心圆环数增多是否对交点噪声起到一定

的抑制作用，从而提高标定精度。模拟实验对标记

点加方差为０．１的高斯噪声，用不同圆环数进行标

定，重复１００次求平均值，标定结果如图３所示。

由图３可见，随着圆环个数的增加标定误差成

一定下降趋势，说明圆环数量的增加能够在一定程

度上抑制噪声的影响；当同心圆环数达到６个后基

本趋于平缓，所以实际测量实验中将采用７个同心

圆环光栅。

４．１．２　拍摄方位数对标定结果的影响

理论上当犿（犿≥５）次拍摄即可进行摄像机标

定，为了研究犿 对标定精度的影响，模拟实验中取

犿＝５，６，…，１０，对标记点加方差为０．１的高斯噪

声，采用７个同心圆环进行标定，重复１００次求平均

０３０８００２３
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图３ 圆环个数变化时标定参数的误差曲线

Ｆｉｇ．３ Ｅｒｒｏｒｃｕｒｖｅｏｆｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｂｔａｉｎｅｄ

ｗｈｅｎｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｒｉｎｇｓｃｈａｎｇｅｄ

值，标定结果如图４所示。

图４ 拍摄方位数变化时标定参数的误差曲线

Ｆｉｇ．４ Ｅｒｒｏｒｃｕｒｖｅｏｆｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｂｔａｉｎｅｄ

ｗｈｅｎｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｃａｍｅｒａｐｏｓｉｔｉｏｎｓｃｈａｎｇｅｄ

图４可见，当犿 ＝５时标定误差较大，当犿≥６

以后标定精度趋于平稳。所以实际实验中将采用６

个拍摄方位。

４．１．３　噪声对标定结果的影响

采用６个拍摄方位对含有７个同心圆环的靶标

进行拍摄。对标记点图像坐标加方差为 ０～

１ｐｉｘｅｌ，步长为０．１的高斯噪声。在不同的噪声条

件下进行标定，重复１００次求平均值。标记点噪声

对消失点标定误差的影响如图５所示。

图５ 图像噪声变化时标定参数的误差曲线

Ｆｉｇ．５ Ｅｒｒｏｒｃｕｒｖｅｏｆｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｂｔａｉｎｅｄ

ｗｈｅｎｔｈｅｉｍａｇｅｎｏｉｓｅｃｈａｎｇｅｄ

图５说明随着图像噪声的增加标定误差增长；

摄像机的５个内参数误差虽然增长的速度不同，但

总体成上升趋势，所以实际测量中获得高精度的直

径与圆环交点的亚像素坐标是得到摄像机高标定精

度的一个条件。由于相移条纹算法在确定相位时具

有较高的精度和较强的抗噪声干扰能力，所以利用

相位特性求解正交的圆和过圆心直线的零相位交点

能够提高相机标定精度。

４．２　实际测量实验

实际实验中，摄像机为ＪＡＩ公司的ＣＶＡ５０，分

辨率为５７２ｐｉｘｅｌ×７３２ｐｉｘｅｌ，镜头焦距为１２ｍｍ。

用分辨率为１０２４ｐｉｘｅｌ×１２８０ｐｉｘｅｌ，像素间距为

０．２６４ｍｍ的Ｐｈｉｌｉｐｓ１７０Ｓ８７液晶显示器显示图１所

示标靶，标靶为含有７个同心圆和４个契形的光栅。

摄像机从６个方位拍摄标靶。对拍摄图像求截断相

位，然后解算零相位交点作为特征点。其中一幅截

断相位图和零相位交点如图６（ａ）所示。

图６ 实际拍摄的标定模板图像（圆点为标记点）。（ａ）本文的标定模板；（ｂ）灰度标定模板

Ｆｉｇ．６ Ｒｅａｌｉｍａｇｅｓｏｆｔｈｅｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎｐａｔｔｅｒｎ（ｔｈｅｄｏｔｓａｒｅｍａｒｋｓ）．（ａ）Ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎｐａｔｔｅｒｎｏｆｔｈｉｓｐａｐｅｒ；

（ｂ）ｇｒａｙｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎｐａｔｔｅｒｎ

　　为了验证文中提出的利用相移条纹光栅提取特

征点基于消失点标定算法的标定精度，设计一个相

同同心圆个数的灰度图像，利用 Ｈａｒｒｉｓ算法提取特

征点对相机进行标定，所拍摄靶标和提取的特征标

记点如图６（ｂ）所示。用重投影误差测量标定精度，

两种方法的标定结果对比如表２所示。

０３０８００２４
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表２ 不同标定方法的标定结果

Ｔａｂｌｅ２ Ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｓ

Ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎｐａｔｔｅｒｎ 犳狌／ｐｉｘｅｌ 犳狏／ｐｉｘｅｌ 狌０／ｐｉｘｅｌ 狏０／ｐｉｘｅｌ 狊 Ｒｅｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｅｒｒｏｒ／ｐｉｘｅｌ

Ｔｈｉｓｐａｐｅｒ １４７５．６８６ １５２７．３９５ ３９１．９９２ ２６４．５２２ ０．４０９ ０．２６２

Ｇｒａｙ １４５６．４５４ １５０８．６０４ ３５３．５９０ ２７３．１４０ ４．５２７ ０．４１０

　　表２标定结果显示，基于相移条纹光栅方法比

传统灰度模板方法标定结果重投影误差低，故新方

法的标定精度高。这说明利用文中涉及的光栅靶标

求零相位点作为特征点，提高了基于消失点标定方

法的精度。

５　结　　论

提出了一种基于消失点标定技术的同心圆光栅

和契形光栅靶标，对该靶标利用相移条纹求解零相

位特征点。由于该光栅标靶求零相位特征点比对传

统的灰度标靶通过 Ｈａｒｒｉｓ算法提取特征点的精度

高，所以解算出精度更高的摄像机内参数。模拟实

验对实际标定实验中标定模板的设计具有重要的指

导意义。实际测量实验中重投影误差降低了大约

１／２，这表明文中方法提高了传统基于消失点标定技

术的精度和稳健性。
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