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各向异性板中激光激发犔犪犿犫波的数值模拟
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摘要　基于谱有限元法和模态展开法，针对各向异性薄板，建立激光激发Ｌａｍｂ波的数值模型，得到各向异性薄板

中Ｌａｍｂ波沿不同方向传播的色散曲线及Ｌａｍｂ波的传播特性。数值模拟结果表明，谱有限元法能快速有效地计

算各向异性板中导波的相速度、群速度，结合模态展开法能够得到任何方向激光激发的Ｌａｍｂ波；Ｌａｍｂ波沿不同

方向传播的速度及色散特性与材料的各向异性性质相关。数值模拟为更好地理解复杂介质中导波的传播、指导激

励信号的选择及识别检测信号的模态提供了理论依据。
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１　引　　言

激光超声技术具有非接触超声激发与探测的优

点，能够激发出宽频带、多模态的超声波。近年来有

许多研究者对该技术开展了理论与实验研究，并将

其用于材料的无损检测和性能评价［１～５］。高分子材

料和纤维增强复合材料等新型材料广泛应用于航

空、汽车等制造业，使得各向异性材料中超声波的激

发、传播、色散及其与缺陷的相互作用成为亟需解决

的基础性问题。由于Ｌａｍｂ波在各向异性材料中传

播的复杂性，因此研究激光激发Ｌａｍｂ波对各向异

性材料的定量无损检测和性能评价十分重要。

在激光激发超声波的早期研究中，Ｓｏｎｔａｇ
［６］等

指出脉冲激光技术是有效的Ｌａｍｂ波激发和检测方

法。Ｈｕｔｃｈｉｎｓ
［７］将激光激发Ｌａｍｂ波技术用于板的

０３０３００８１



中　　　国　　　激　　　光

厚度及弹性参数的测量。基于解析法的激光激发超

声波的理论研究，主要采用格林函数法［８］、简正模态

展开法［９］和双积分变换法［１０］。格林函数法采用点

源模型，忽略了激光作用的热穿透效应而成为表面

热源。简正模态展开法比较适合于薄板中Ｌａｍｂ波

的分析，因为薄板中仅存在几个低阶Ｌａｍｂ波传播

模态。板的厚度增加时，由于高阶模态的出现，将会

增加计算的复杂程度。双积分变换法通过对时间的

拉普拉斯变换和空间的傅里叶变换，得到变换域的

热弹控制方程，该方程的求解相对较容易。但是，要

得到时域的解，需要借助于数值联合拉普拉斯 傅里

叶逆变换或数值联合拉普拉斯 汉克尔逆变换，而数

值联合逆变换的操作比较困难。解析法通常只适用

于求解规则的几何模型，而有限元法能够灵活处理

复杂的几何模型，而且能够得到全场数值解。Ｘｕ

等［１１］基于三维时域有限元方法，研究了横观各向同

性材料中激光激发Ｌａｍｂ波的传播特征。由于采用

的是三维模型计算，因此需要较多的内存资源和计

算时间。最近，有限元频域算法［１２～１４］被用于激光激

发Ｌａｍｂ波的数值模拟，通过对时域动力学方程进

行傅里叶变换，将瞬态时域方程变换为稳态频域方

程进行求解，进而利用逆傅里叶变换得到Ｌａｍｂ波

的时域波形，并分析了Ｌａｍｂ波基本模态的色散特

征。该方法与时域有限元法相比计算内存和时间明

显减少。Ｍｕｋｄａｄｉ等
［１５］基于半解析有限元法，采用

脉冲激光等效力源，分析了具有矩形截面层状板中

宽高比对瞬时超声导波的影响，但没有分析材料的

各向异性对导波传播特性的影响。

本文针对各向异性薄板中Ｌａｍｂ波的色散特性

及激光激发Ｌａｍｂ波的传播特性，利用谱有限元法

建立Ｌａｍｂ波的色散方程，得到Ｌａｍｂ波的色散曲

线和特征模态，结合模态展开法得到各向异性材料

中的Ｌａｍｂ波。分析了各向异性薄板中导波沿不同

方向传播的相速度和群速度色散特征，并研究了各

向异性对Ｌａｍｂ波传播特性的影响。

２　理论方法和数值模型

２．１　频率 波数域控制方程

考虑一块厚度为犺的均匀线弹性纤维增强复合

平板，如图１所示。在直角坐标系犗狓狔狕中，犗狓狔与样

品表面平行，狕轴垂直于样品表面，纤维方向与狓轴

的夹角为θ。假设脉冲激光线源平行于狔轴，并沿狕

轴负方向辐照到样品表面，此时激光激发超声波问

题可简化为犗狓狕 平面内的平面应变模型求解，如

图２（ａ）所示。

图１ 激光辐照样品示意图

Ｆｉｇ．１ Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｌａｓｅｒｉｒｒａｄｉａｔｉｎｇ

ｔｈｅｓｐｅｃｉｍｅｎ

图２ 平面应变。（ａ）有限元模型；（ｂ）单元自由度

Ｆｉｇ．２ Ｐｌａｎｅｓｔｒａｉｎ．（ａ）Ｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｏｄｅｌ；

（ｂ）ｄｅｇｒｅｅｏｆｆｒｅｅｄｏｍｏｆｅｌｅｍｅｎｔ

当超声波在犗狓狕平面内传播时，各质点的位

移、应力和应变场可分别表示为

狌＝ ［狌狓　狌狕］
Ｔ，　σ＝ ［σ狓狓　σ狕狕　σ狕狓］

Ｔ，

ε＝ ［ε狓狓　ε狕狕　ε狕狓］
Ｔ， （１）

式中上标Ｔ表示转置，在线弹性材料中，（１）式三个

变量之间满足应力应变本构关系及应变位移关系，

其矩阵形式

σ＝犆ε，　ε＝ 犔狓


狓
＋犔狕



［ ］狕狌， （２）

式中犆是材料的弹性刚度矩阵，犔狓＝
１ ０ ０［ ］
０ ０ １

Ｔ

，

犔狕＝
０ ０ １［ ］
０ １ ０

Ｔ

。

利用哈密顿变分原理可以得到超声波的控制方

程［１６］的弱形式为

∫
犞

δ（狌
Ｔ）ρ狌̈ｄ犞＋∫

犞

δ（ε
Ｔ）犆εｄ犞 ＝∫

犞

δ（狌
Ｔ）狋ｄ犞，（３）

式中犞 表示整个求解域和边界，ρ是材料的密度，点

符号表示变量对时间的导数，狋是作用于结构上的

外力。

如图２（ａ）所示，沿狕轴用一维单元在板的厚度

方向进行有限元离散，将板划分为犖 个子层，并采

用图２（ｂ）所示的三节点二次单元形式，则单元中位

移表达式的离散形式可表示为

狌犲（狓，狕，狋）＝犖（狕）狇（狓，狋）， （４）

式中犖（狕）和狇分别为单元的形函数和各节点位移

０３０３００８２
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向量，具体形式为

犖（狕）＝

（１－３^狕＋２^狕
２）犐 （４^狕－４^狕

２）犐 （－狕^＋２^狕
２）［ ］犐 ，

（５）

狇＝ 犝１狓 犝１狕 犝２狓 犝２狕 犝３狓 犝３［ ］狕
Ｔ， （６）

式中犐为２×２单位矩阵，^狕＝（狕－狕１）／Δ，狕１ 和Δ分

别为单元的第一个节点坐标和长度。将（４）式代入

（２）式得单元应变向量为

ε犲（狓，狕，狋）＝犅１狇＋犅２狇狓， （７）

式中犅１＝犔狕犖狕，犅２＝犔狓犖，犖狕 表示形函数矩阵对狕

的导数。因此，单元内任一点的应力向量可表示为

σ犲（狓，狕，狋）＝犆犲ε犲． （８）

　　用狀犲犾表示划分单元的总数，将（４），（７），（８）式

代入（３）式得

∫
狕

∪

狀犲犾

犲＝１
δ狇

Ｔ［犿犲̈狇＋犽１狇＋犽２狇狓－犽３狇狓狓 －犳｛ ｝］ｄ狕＝０，

（９）

式中

犽１ ＝∫

狕
犼＋１

狕
犼

犅Ｔ
１犆犲犅１ｄ狕，

犽２ ＝∫

狕
犼＋１

狕
犼

（犅Ｔ２犆犲犅１－犅
Ｔ
１犆犲犅２）ｄ狕，

犽３ ＝∫

狕
犼＋１

狕
犼

犅Ｔ
２犆犲犅２ｄ狕，

犿犲 ＝∫

狕
犼＋１

狕
犼

犖Ｔ

ρ犲犖ｄ狕，　犳＝∫

狕
犼＋１

狕
犼

犖Ｔ狋ｄ狕

烅

烄

烆 ．

（１０）

　　应用标准的有限元组装（９）式，并考虑变分量取

值的任意性，得到控制方程的离散方程组

犕̈犝＋犓１犝＋犓２犝狓－犓３犝狓狓 ＝犉， （１１）

式中犝（狕，狋）和犉（狕，狋）分别为节点位移狇和节点力

犳组装后的向量。对（１１）式作时间和空间傅里叶变

换

犝^＝∫
∞

－∞
∫
∞

－∞

犝（狕，狋）ｅｘｐ［ｉ（犽狓－ω狋）］ｄ狕ｄ狋，（１２）

就可得到频率 波数域的控制方程

［犓１＋ｉ犽犓２＋犽
２犓３－ω

２犕］犕^犝 ＝犉^， （１３）

式中ω是角频率，犽是狓 轴方向的波数，ｉ是虚数单

位，犕 ＝ （２×犖＋１）×２为方程的自由度。

２．２　色散特征

将（１３）式变换为

［犃－γ犅］２犕犞＝犘， （１４）

式中

犃＝
０ 犓１－ω

２犕

犓１－ω
２犕 犓

［ ］
２

，

犅＝
犓１－ω

２犕 ０

０ 犓
［ ］

３

，

犞＝ 犝^ γ^［ ］犝 Ｔ，　犘＝ ０ ＾［ ］犉 Ｔ，　γ＝ｉ犽．

　　要得到（１４）式的非平凡解，需满足

ｄｅｔ犃－γ［ ］犅 ２犕 ＝０， （１５）

上式即为导波的色散方程。对于每一个给定的频率

ω就有犿 ＝１－２犕 个特征值γ
犿，进而得到波数犽犿，

犽犿 的实部表示波沿狓轴传播的波数，虚部则表示波

幅度的衰减。与每一个特征值γ
犿 相关的左、右复特

征向量犞犿Ｌ，犞
犿
Ｒ 表示板厚方向第犿 个模态的位移幅

度，也就是波结构。左右复特征向量满足下列双正

交关系：

（犞狆Ｌ）
Ｔ犅犞犿Ｒ ＝δ狆犿犇犿

（犞狆Ｌ）
Ｔ犃犞犿犚 ＝δ狆犿γ

犿犇
烅
烄

烆 犿

　（狆，犿＝１，２，…，２犕）．

（１６）

　　导波的相速度可以根据定义犮
犿
ｐｈ＝ω／犽

犿
Ｒｅ直接求

出，在弹性材料中，导波的能量传播速度与群速度

一致［１７］，波导各模态的群速度可通过下式计算得

到［１８］：

犮犿ｇ ＝
（^犝犿Ｌ）

Ｔ（２γ
犿犓３＋犓２）^犝

犿
Ｒ

２ω（犝
犿
Ｌ）

Ｔ犕^犝犿
Ｒ

， （１７）

通过循环的方法，在给定的频率范围内对每一个频

率ω进行计算，即可得到导波的色散曲线。

２．３　时域波形

利用模态展开法，（１４）式的解向量犞 可以用色

散方程（１５）式的右特征向量犞犿Ｒ 展开

犞＝∑
２犕

犿＝１

α犿犞
犿
Ｒ， （１８）

将其代入（１４）式，并应用双正交关系（１６）式可求出

系数α犿 的表示形式为

α犿 ＝
（犞犿Ｌ）

Ｔ犘

犇犿（γ
犿
－γ）

， （１９）

因此

犞＝∑
２犕

犿＝１

（犞犿Ｌ）
Ｔ犘

犇犿（γ
犿
－γ）

犞犿Ｒ． （２０）

考虑到犘的上半部分为零，（１４）式的频率 波数域

解可进一步简化为

犝^＝∑
２犕

犿＝１

（γ
犿^犝犿

Ｌ）
Ｔ^犉

犇犿（γ
犿
－γ）

犝^犿Ｒ． （２１）

对上式中的波数应用逆傅里叶变换，并应用留数定

理可得到空间 频率域的解
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珟犝（狓；ω）＝－ｉ∑
犕

犿＝１

（γ
犿^犝犿

Ｌ）
Ｔ^犉

犇犿

犝^犿
Ｒｅｘｐ（－γ

犿狓），

（２２）

式中犿取１－犕 个沿狓轴正方向传播的模态。为了

获得位移场的时域响应，需要对（２２）式中的时间应

用逆傅里叶变换，此时时域位移犝（狓，狋）可表示为

犝（狓，狋）＝
１

２π∫
∞

－∞

珟犝（狓；ω）犉（ω）ｅｘｐ（ｉω狋）ｄω，（２３）

式中犉（ω）是时域线源犳（狋）的傅里叶变换。为了解

决部分模态存在截止频率的问题，上式积分时，可在

频率ω中引入一个很小的虚部η，则（２３）式可写

成［１５］

犝（狓，狋）＝
ｅｘｐ（η狋）

２π ∫
∞

－∞

珟犝（狓；ω－ｉη）×

犉（ω－ｉη）ｅｘｐ（ｉω狋）ｄω， （２４）

式中犉（ω－ｉη）＝∫
狋犱

０
ｅｘｐ（－η狋）犳（狋）ｅｘｐ（－ｉω狋）ｄ狋，狋犱 表

示激励源的持续时间。

３　数值模拟结果与讨论

３．１　激光与材料参数

数值模拟材料为纤维增强型复合材料［１１］，它具

有横观各向同性特征。如图１所示，当波的传播方

向狓与纤维方向夹角为θ时，可通过变换矩阵
［１９］计

算出材料在波传播方向的刚度参数。材料的密度及

刚度参数见表１，刚度参数中纤维方向用１表示。

表１ 纤维增强型复合材料参数

Ｔａｂｌｅ１ Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｆｉｂｅｒｒｅｉｎｆｏｒｃｅｄｃｏｍｐｏｓｉｔｅｍａｔｅｒｉａｌ

Ｄｅｎｓｉｔｙ／（ｋｇ／ｍ
３） ρ １５８０

Ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ

Ｃｏｎｓｔａｎｔ／ＧＰａ

犮１１ １２８．２ 犮２２＝犮３３ １４．９

犮２３ ７．３ 犮１２＝犮１３ ６．９

犮４４ ３．８ 犮５５＝犮６６ ６．７

　　脉冲激光作用可以产生谐波，其等效力源可表

示为［１２］

犳（狋）＝
２

σ ２槡π
ｅｘｐ －

（狋－狋０）
２

２σ
２ ω［ ］２ｃ ｓｉｎ（ωｃ狋），

０≤狋≤狋犱， （２５）

式中σ表示激光脉冲宽度的控制参量，狋０ 表示脉冲

的延迟时间，ωｃ＝２π犳ｃ表示脉冲的中心圆频率，本

文分别取σ＝０．５，狋０＝２μｓ，犳ｃ＝０．５ＭＨｚ。图３（ａ）

和（ｂ）分别给出了脉冲激光等效力源犳（狋）的时域波

形和频谱。

３．２　结果与讨论

根据激光激发Ｌａｍｂ波的数值模型，数值模拟

图３ 激发源的（ａ）时域波形和（ｂ）频谱

Ｆｉｇ．３ （ａ）Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙａｎｄ（ｂ）ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｓｐｅｃｔｒｕｍ

ｏｆｔｈｅｅｘｃｉｔａｔｉｏｎｓｉｇｎａｌ

选用０．１ｍｍ纤维增强型复合板，先计算Ｌａｍｂ波

的特征模态，同时可以得到色散曲线，然后再计算瞬

态Ｌａｍｂ波。

图４给出了Ｌａｍｂ波沿０°，４５°和９０°方向传播

的相速度和群速度色散曲线。由图中可以看出，基

本模态Ａ０和Ｓ０存在于整个频率范围，高阶模态在

频率高于各自的截止频率时才会出现，而且随着频

率的增加，模态数也在增加。在频率较低时，Ｓ０模

态表现出弱色散特性，Ａ０模态则具有很强的色散特

性。当Ｌａｍｂ波沿纤维方向（θ＝０°）传播时，Ｓ１模态

在较宽的频率范围内保持弱色散状态，当θ＝４５°时，

该现象的频率范围变窄，当Ｌａｍｂ波垂直于纤维方

向（θ＝９０°）传播时，则没有出现该现象。随着Ｌａｍｂ

波的传播角度θ从０°到９０°变化，各个模态的速度逐

渐降低，但降低的幅度不尽相同，Ｓ０模态速度降低

的幅度比Ａ０模态大。从群速度曲线可以清晰地看

出，各高阶模态的截止频率也随着传播角度的增加

而降低。而且图中Ｓ１和Ｓ２模态还出现了负群速

度，θ＝０°时，Ｓ２模态存在较大的负群速度，当θ增大

到９０°时，负群速度现象转移到了Ｓ１模态。可见各

向异性材料中Ｌａｍｂ波的色散特性会随传播方向变

化发生较大的改变。

　　由图３（ｂ）可以看出，激励信号的最高频率为

４ＭＨｚ，则数值模型中频厚积小于０．４ＭＨｚ·ｍｍ。

结合图４色散曲线可知，模型中采用的激光源主要

激励出低频 Ａ０和Ｓ０模态。图５（ａ）显示了Ｌａｍｂ

波沿纤维方向（θ＝０°）传播时，接收点距激光源分别

为３，６，９ｍｍ的表面垂直位移。结果表明，Ｓ０模态

先于Ａ０模态到达接收点，同时Ｓ０模态的幅度远小

于Ａ０模态。Ｓ０模态基本没有色散，而 Ａ０模态则

呈现明显的色散现象，表现为高频信号比低频信号

先到达接收点。随着传播距离的增加，Ａ０模态的色
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图４ Ｌａｍｂ波沿０°，４５°和９０°方向传播的相速度和群速度色散曲线

Ｆｉｇ．４ ＤｉｓｐｅｒｓｉｏｎｃｕｒｖｅｓｏｆｐｈａｓｅｖｅｌｏｃｉｔｙａｎｄｇｒｏｕｐｖｅｌｏｃｉｔｙｏｆＬａｍｂｗａｖｅｐｒｏｐａｇａｔｉｎｇａｌｏｎｇｔｈｅｄｉｒｅｃｔｉｏｎｏｆ０°，４５°ａｎｄ９０°

图５ 距激发源３，６，９ｍｍ处Ｌａｍｂ波的表面垂直位移。（ａ）沿纤维方向；（ｂ）垂直于纤维方向

Ｆｉｇ．５ ＳｕｒｆａｃｅｎｏｒｍａｌｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｏｆＬａｍｂｗａｖｅｗｉｔｈｓｏｕｒｃｅｒｅｃｅｉｖｅｒｄｉｓｔａｎｃｅｓｏｆ３，６ａｎｄ９ｍｍｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．

（ａ）Ｐａｒａｌｌｅｌｔｏｔｈｅｆｉｂｅｒｄｉｒｅｃｔｉｏｎ；（ｂ）ｐｅｒｐｅｎｄｉｃｕｌａｒｔｏｔｈｅｆｉｂｅｒｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

散更加明显，同时其幅度也在减小。图５（ｂ）为

Ｌａｍｂ波垂直于纤维方向（θ＝９０°）传播时，接收点距

激光源分别为３，６，９ｍｍ的表面垂直位移。这些波

形显示Ｌａｍｂ波的垂直位移波形以 Ａ０模态为主，

波形的色散比图５（ａ）中明显，在较短的接收距离就

能明显看到Ａ０模态的色散。

比较图５（ａ）和（ｂ），可以看到沿纤维方向传播

的Ｓ０模态的速度要大于垂直于纤维方向的速度，

Ａ０模态也有类似特点。这是由于沿纤维方向的刚

度参数大于垂直于纤维方向的刚度参数。同时，垂

直于纤维方向的Ａ０模态色散现象比沿着纤维方向

传播的Ａ０模态色散明显。为了理解Ｌａｍｂ波沿不

同方向传播的特性，图６给出了接收点和激励源距

离为６ｍｍ，Ｌａｍｂ波的传播角度分别为０°、３０°、６０°

和９０°时的表面垂直位移。从图６可以看出，随着传

播角度的增大，Ｓ０模态的速度变化较大，Ａ０模态速

度变化较小。而且Ｓ０模态几乎没有色散，Ａ０模态

的色散程度在不同传播方向有明显的差异。很明

显，各向异性材料中Ｌａｍｂ波的传播特性与不同方

向的刚度参数有关。因此，用Ｌａｍｂ波对各向异性
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材料进行无损检测时要充分考虑波的传播方向对传

播特性的影响。Ｌａｍｂ波随传播角度变化的特性与

图４中色散曲线所展现的一致，说明色散曲线能够

用于指导实际检测中激励信号的选择和接收信号的

分析。

图６ 距激发源６ｍｍ，Ｌａｍｂ波沿不同方向传播的

表面垂直位移

Ｆｉｇ．６ ＳｕｒｆａｃｅｎｏｒｍａｌｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｏｆＬａｍｂｗａｖｅｗｉｔｈ

ｓｏｕｒｃｅｒｅｃｅｉｖｅｒｄｉｓｔａｎｃｅｏｆ６ｍｍａｎｄｐｒｏｐａｇａｔｉｎｇ

　　　ｄｉｒｅｃｔｉｏｎｖａｒｙｉｎｇｆｒｏｍ０°ｔｏ９０°

４　结　　论

结合谱有限元法和模态展开法建立了脉冲激光

在各向异性材料中激发超声波的快速高效的数值模

型。模型的计算时间主要依赖于波导截面有限元网

格的划分和信号的采样频率，网格的大小与最大激

励频率相关，较高的采样频率可以保证计算结果的

精确度，与有限元法中瞬态波的传播问题相比，该方

法可以明显地减少计算时间和内存消耗。模拟研究

了纤维增强型复合板中激光激发Ｌａｍｂ波沿不同方

向传播的色散曲线和瞬态波形。结果表明，Ｌａｍｂ

波的传播特性与材料中不同方向的刚度参数密切相

关，色散曲线能够为Ｌａｍｂ波的激发和接收信号的

分析提供指导，为进一步研究黏弹性复杂介质中超

声波的产生、传播及色散特性提供有效的工具。
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