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一种超越型激光强度函数及其数值拟合方法
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摘要　提出了一种超越型函数，用来描述激光强度分布，并给出了这种函数的拟合方法。该超越型函数是基于高

斯类分布函数提出的，并根据多变量寻优的方法，采用方向搜索法及最小二乘法对该函数进行拟合。计算表明这

种超越型函数比高斯类函数更适于描述激光强度分布；且在算法方面，采用方向搜索法的时间复杂度 犗（∑
４

犻＝１
犖犻［ ］） 也

较传统枚举法的时间复杂度 犗（∏
４

犻＝１
犖犻［ ］） 有显著降低。
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１　引　　言

在大功率激光器、光刻物镜等现代激光仪器中，

由于激光能量对光学元件的加热效应，使光学元件

产生了热变形［１，２］、热应力［３］，并由此产生了光学材

料的折射率改变［４，５］、应力双折射［６］、自聚焦效应［７］

等各种热透镜效应。这类热透镜效应严重影响了光

学仪器的成像性能，因此在仪器设计的初期需要对

光学元件的热透镜效应作相应的考虑。而在光学元

件激光致热分析的诸多因素中，激光光强的分布对

光学元件的热透镜效应影响较大，实际计算时一般

先用光学设计软件分析出各光学元件上的激光光强

分布数据，然后将这些离散数据拟合成激光强度函

数，并乘以材料的吸收系数作为热载荷条件施加于

光学元件的有限元模型上。近年来开展的一些关于

激光致热的研究中，通常把激光光强分布假定为类

高斯型［８～１６］，即包括圆形的亚高斯型、高斯型、超高

斯型及椭圆形高斯分布。事实上，由于激光类仪器

内部光学元件的折射，各光学元件上的激光强度并
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不完全服从类高斯型分布，因此采用上述类高斯型

函数难以准确拟合光学设计软件输出的激光光强分

布数据。

本文提出了一种超越型激光强度函数，且该形

式的函数包容类高斯型函数，因此能够更好地模拟

光学元件上的激光强度分布。但由于该分布函数无

法直接拟合求解，本文采用多变量寻优的方法对函

数中的参数进行确定，得到了光学表面的激光强度

分布函数。

２　超越型激光强度函数的提出

在过去的一些激光致热的研究中［８～１０］，通常采

用圆形高斯型激光强度函数表示

犐（狓，狔，狕）＝犐０ｅｘｐ －２
狓２＋狔

２

狑（ ）［ ］２
， （１）

式中犐（狓，狔，狕）为光照面狕上点（狓，狔）处的激光强

度，犐０为光照面狕上激光强度的功率密度，狑为光束

的照射半径。

同时，也有学者认为在高斯型激光强度函数中

外加一个因子犾可以更好地描述光照面上的激光强

度分布［１１～１５］，具体形式为

犐（狓，狔，狕）＝犐０ｅｘｐ －２
狓２＋狔

２

狑（ ）２［ ］
犾

， （２）

式中犾为正实数因子项。这样，当犾＜１时，叫做亚高

斯分布；当犾＝１时，叫做高斯分布，此时与（１）式具

有相同形式；而当犾＞１时，叫做超高斯分布，且犾→

∞ 时，函数描述了一种均匀激光强度分布形式。

另外，（１）式的激光强度函数为圆形分布，有研

究提出了一种椭圆形分布的高斯激光强度函数描述

形式［１６］：

犐（狓，狔，狕）＝犐０ｅｘｐ －２
狓２

狌２
＋
狔
２

狏（ ）［ ］２
， （３）

式中狌，狏分别为椭圆形激光光束的长轴及短轴半

径。当狌＝狏时，（３）式和（１）式具有相同的形式。

从上述函数形式来看，（２）、（３）式包容（１）式，因

此也能更广泛地描述激光强度分布。但就公式形式

来看，两个公式中指数项括号内的次数均为二次因

子，这里采用两个正实数因子来描述这个二次项，形

成一个超越型激光强度分布函数，即

犐（狓，狔，狕）＝犐０ｅｘｐ －２
狓 犼

狌犼
＋
狔

犽

狏（ ）犽［ ］
犾

，（４）

式中犼、犽、犾均为正实数因子项。当犼＝犽＝２，犾＝１

时，（４）式与（３）式具有相同形式；当犼＝犽＝２，狌＝

狏＝狑时，（４）式与（２）式具有相同形式。由此可见，

对于激光强度的分布而言，（４）式所表示的超越型函

数形式具有更广泛的适用性。

３　超越型激光强度函数的参数求解

３．１　超越型激光强度函数的变换

在离散数据的曲面拟合时，通常将拟合函数改

写为线型函数的形式，然后采用最小二乘法进行函

数的拟合。（４）式中，未知项为犐０、犼、犽、犾、狌、狏，对该

公式实施变换有

－
１

２
ｌｎ
犐（狓，狔，狕）

犐［ ］｛ ｝
０

１／犾

＝
狓 犼

狌犼
＋
狔

犽

狏犽
．

（５）

　　从（５）式的形式来看，公式的左右两边均含有未

知项，因此无法采用最小二乘法对（４）式所表示的激

光强度函数进行求解。

３．２　超越型激光强度函数的参数求解方法

事实上，由（４）式表示的激光强度函数犐（狓，狔，

狕）与真实的离散数据之间的均方差可表示为

犛＝
∑
狀

犻＝１

犐０ｅｘｐ －２
狓犻

犼

狌犼
＋
狔犻

犽

狏（ ）犽［ ］
犾

－犐（狓犻，狔犻，狕犻｛ ｝）
２

槡 狀
， （６）

式中犻为离散点下标序号，共有狀个离散点。则（４）式

的参数求解过程也是求解使（６）式中犛取最小值的一

组犐０、犼、犽、犾、狌、狏值的过程。这样可以假定犐０、犼、犽、犾为

已知数值，此时令犆＝ －
１

２
ｌｎ
犐（狓，狔，狕）

犐［ ］｛ ｝
０

１／犾

，

犃＝ 狓 犼，犡＝狌－犼，犅＝ 狔
犽，犢 ＝狌－

犽，（５）式即可

变为

犃犡＋犅犢 ＝犆， （７）

上述的线性方程可以采用最小二乘法对犡、犢 求解，

并最终确定狌、狏值。当然，如果事先对犐０、犼、犽、犾的数

值值域有一个合理的估计，并在各值域内采用枚举

方法来遍历各假定的犐０、犼、犽、犾值，可以通过上述方

法求得一系列的狌、狏值并确定拟合函数；然后根据

拟合函数并结合原始数据点，依据（６）式求解出拟

合均方根误差犛，选择其中使均方根误差犛最小的

一组犐０、犼、犽、犾、狌、狏，即为该函数的最佳参数解，从而

０３０２００４２
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图１ 算法说明图

Ｆｉｇ．１ Ｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｏｎｏｆｔｈｅａｒｉｔｈｍｅｔｉｃ

得到原始离散数据点的最佳拟合函数。

从上述方法来看，如果假定犐０、犼、犽、犾的数值分

别有犖犻（犻＝１，２，３，４）个，那么其时间复杂度为

［犗（∏
４

犻＝１

犖犻）］；显然当犖犻（犻＝１，２，３，４）的数值较大

时，该方法求解效率非常差，甚至是不可行的。

然而，观察发现（６）式可看作一个关于犛的函

数，且该函数是连续可微的。此时若假定一组初始

犐０、犼、犽、犾值，结合（７）式采用最小二乘法求解狌、狏

值，然后求解此处该函数梯度

犛＝
犛

犐０
，犛
犼
，犛
犽
，犛
［ ］犾 ． （８）

即可采用最陡下降法使犐０、犼、犽、犾值沿着负梯度方向

变化并采用最小二乘法确定狌、狏值，重复上述步骤

即可最终求出使犛最小的一组犐０、犼、犽、犾、狌、狏值。这

样，（６）式中求犛最小问题转化为犛函数的多变量寻

优问题。

在实际的计算过程中，（６）式的梯度求解并不容

易，可以采用对犐０、犼、犽、犾值变化进行方向搜索的办

法来近似模拟最陡下降法，这样也有利于编程上的

简化，其具体实现步骤如下：

１）首先假定一组犐０、犼、犽、犾的数值并采用最小

二乘法求解出狌、狏值；然后根据拟合函数并结合原

始数据点求解出拟合均方根误差犛，同时记录犐０、犼、

犽、犾、狌、狏、犛到主数据区中。

２）在其他参数不变的情况下，使犐０、犼、犽、犾进行

一次微小量变化，采用最小二乘法对变化后的函数

进行拟合得到狌、狏值并求解拟合方差犛犻（犻＝１，２，

…，８），然后对这些方差犛犻（犻＝１，２，…，８）进行比较

以获得最小方差值犛ｍｉｎ，并将此时对应的犐０、犼、犽、犾、

狌、狏、犛犻（此处犛犻＝犛ｍｉｎ）记录到临时数据区中。

３）比较犛与犛ｍｉｎ值的大小，若犛≤犛ｍｉｎ，则主数

据区中的犐０、犼、犽、犾即为所求参数值；若犛＞犛ｍｉｎ，则

令犛＝犛ｍｉｎ，同时将临时数据区中的犐０、犼、犽、犾及犛

存储到主数据区，然后执行步骤２）直至犛≤犛ｍｉｎ。

从上述步骤来看，拟合函数与实际输入数据的方

０３０２００４３
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差犛始终沿着犐０、犼、犽、犾各单值变化方向中最快下降

的方向。这样，在对求解参数设置合理的步长后，其时

间复杂度为各参数子步数的累加［犗（∑
４

犻＝１

犖犻）］，远小

于枚举法的时间复杂度［犗（∏
４

犻＝１

犖犻）］。具体的算法如

图１所示。图２则为采用该算法实现本文算例３的计

算过程，该图中的方差即沿着使均方差最快变小的方

向改变各参数，图中的小箭头长度表示犐０ 值，小球的

直径表示方差犛的大小。

４　算　　例

依照３．２节中的方法，采用超越型函数（４）式对

一种１９３ｎｍ光刻物镜系统内的激光强度分布数据

进行函数拟合，并将原型数据和拟合函数作对比。

由于该函数包容圆形、椭圆形高斯类分布函数，这里

不再举例说明圆形、椭圆形高斯类的激光光强分布

情况。图３～６分别对该物镜中一些光学元件上的

特殊光强分布进行函数拟合的结果。同时，为了表

图２ 计算过程示意图

Ｆｉｇ．２ Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｏｆｃｏｍｐｕｔｉｎｇｐｒｏｃｅｓｓ

达上的方便，采用网格的绘制方法来表达真实原型

数据分布及拟合函数的轮廓形状，而各函数的具体

形式及激光强度的最小均方差犛则如表１所示。另

外，图３～６及表１中狓，狔的单位为 ｍｍ，其他则遵

循ＳＩ制。

图３ 算例１说明图。（ａ）原型数据网格；（ｂ）拟合函数网格；（ｃ）狓＝０处拟合函数与原型数据对比；（ｄ）狔＝０处拟合

函数与原型数据对比

Ｆｉｇ．３ Ｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｏｎｏｆｅｘａｍｐｌｅ１．（ａ）Ｇｒｉｄｏｆｐｒｏｔｏｔｙｐｅｄａｔａ；（ｂ）ｇｒｉｄｏｆｆｉｔｔｉｎｇｆｕｎｃｔｉｏｎ；（ｃ）ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎ

ｐｒｏｔｏｔｙｐｅｄａｔａａｎｄｆｉｔｔｉｎｇｆｕｎｃｔｉｏｎａｔ狓＝０；（ｄ）ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｐｒｏｔｏｔｙｐｅｄａｔａａｎｄｆｉｔｔｉｎｇｆｕｎｃｔｉｏｎａｔ狔＝０

　　从上述计算来看，（４）式所表示的超越型函数对

一些特殊的典型激光光强分布也能够较好地表达。

因此，这种超越型函数比高斯类函数有更好的适用

性，且计算中所采用的拟合方法也是切实、有效、可

行的。

５　结　　论

提出了一种超越型函数来描述光学元件上的激
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图４ 算例２说明图。（ａ）原型数据网格；（ｂ）拟合函数网格；（ｃ）狓＝０处拟合函数与原型数据对比；（ｄ）狔＝０处拟合

函数与原型数据对比

Ｆｉｇ．４ Ｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｏｎｏｆｅｘａｍｐｌｅ２．（ａ）Ｇｒｉｄｏｆｐｒｏｔｏｔｙｐｅｄａｔａ；（ｂ）ｇｒｉｄｏｆｆｉｔｔｉｎｇｆｕｎｃｔｉｏｎ；（ｃ）ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎ

ｐｒｏｔｏｔｙｐｅｄａｔａａｎｄｆｉｔｔｉｎｇｆｕｎｃｔｉｏｎａｔ狓＝０；（ｄ）ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｐｒｏｔｏｔｙｐｅｄａｔａａｎｄｆｉｔｔｉｎｇｆｕｎｃｔｉｏｎａｔ狔＝０

图５ 算例３说明图。（ａ）原型数据网格；（ｂ）拟合函数网格；（ｃ）狓＝０处拟合函数与原型数据对比；（ｄ）狔＝０处拟合

函数与原型数据对比

Ｆｉｇ．５ Ｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｏｎｏｆｅｘａｍｐｌｅ３．（ａ）Ｇｒｉｄｏｆｐｒｏｔｏｔｙｐｅｄａｔａ；（ｂ）ｇｒｉｄｏｆｆｉｔｔｉｎｇｆｕｎｃｔｉｏｎ；（ｃ）ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎ

ｐｒｏｔｏｔｙｐｅｄａｔａａｎｄｆｉｔｔｉｎｇｆｕｎｃｔｉｏｎａｔ狓＝０；（ｄ）ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｐｒｏｔｏｔｙｐｅｄａｔａａｎｄｆｉｔｔｉｎｇｆｕｎｃｔｉｏｎａｔ狔＝０

光强度分布，并依据多变量寻优的方法对函数进行

了拟合。首先假定部分参数，以拟合数据方差最小

作为拟合原则，采用最小二乘法对函数的其他参数

进行拟合求解，然后以这部分假定参数为变量，结合

最陡下降法思想，采用方向搜索法使方差沿着最快

下降的单参数变化方向来进行参数的微小量改变，
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图６ 算例４说明图。（ａ）原型数据网格；（ｂ）拟合函数网格；（ｃ）狓＝０处拟合函数与原型数据对比；（ｄ）狔＝０处拟合

函数与原型数据对比

Ｆｉｇ．６ Ｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｏｎｏｆｅｘａｍｐｌｅ４．（ａ）Ｇｒｉｄｏｆｐｒｏｔｏｔｙｐｅｄａｔａ；（ｂ）ｇｒｉｄｏｆｆｉｔｔｉｎｇｆｕｎｃｔｉｏｎ；（ｃ）ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎ

ｐｒｏｔｏｔｙｐｅｄａｔａａｎｄｆｉｔｔｉｎｇｆｕｎｃｔｉｏｎａｔ狓＝０；（ｄ）ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｐｒｏｔｏｔｙｐｅｄａｔａａｎｄｆｉｔｔｉｎｇｆｕｎｃｔｉｏｎａｔ狔＝０

表１ 各算例的函数表达

Ｔａｂｌｅ１ Ｆｕｎｃｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｅｘａｍｐｌｅｓ

Ｉｔｅｍ Ｆｕｎｃｔｉｏｎ 犛 Ｆｉｇｕｒｅ

Ｅｘａｍｐｌｅ１ 犐（狓，狔，狕）＝１４４．２ｅｘｐ －２
狓 １．９６

１２．３２１．９６
＋
狔

２．３６

１８．８６（ ）２．３６［ ］
１．３９

２．８２０ Ｆｉｇ．３

Ｅｘａｍｐｌｅ２ 犐（狓，狔，狕）＝１３．８４ｅｘｐ －２
狓 ２．２７

１２５．７２．２７
＋
狔

１．８９

１２５．５（ ）１．８９［ ］
７．３１

１．１６０ Ｆｉｇ．４

Ｅｘａｍｐｌｅ３ 犐（狓，狔，狕）＝２７．５６ｅｘｐ －２
狓 ２．８６

７８．８８２．８６
＋
狔

１．３８

８７．７（ ）１．３８［ ］
２．９９

０．９９９３ Ｆｉｇ．５

Ｅｘａｍｐｌｅ４ 犐（狓，狔，狕）＝８５．６１ｅｘｐ －２
狓 ３．３２

２７．０８３．３２
＋
狔

７．４９

５９．０４（ ）７．４９［ ］
１．２９

２．７４９ Ｆｉｇ．６

并最终求得使方差最小的超越型激光强度函数。计

算表明在描述激光光强分布方面，这种超越型函数

比高斯类函数有更好的适用性；而在算法方面，在各

变量的子步数为犖犻（犻＝１，２，３，４）的情况下，本文

所用方法的时间复杂度［犗（∑
４

犻＝１

犖犻）］也较传统枚举

法的时间复杂度［犗（∏
４

犻＝１

犖犻）］有显著降低，具有较

强的可实现性。
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