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精确最小二乘相位解包裹算法
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摘要　路径无关算法是一类重要的相位解包裹算法，其中最常用的是各种最小二乘算法。由于最小二乘算法无法

限制误差在空间中传播，因此不能直接获得精确的解包裹相位，其应用受到了限制。分析最小二乘相位解包裹算

法误差的特点，提出了一种能得到精确解包裹相位的新算法，给出了相关的理论分析和具体算法，通过模拟计算和

实验验证，证明了该新算法的可行性与有效性。
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１　引　　言

在许多测量领域都需要计算相位，但直接计算

得到的相位值一般被限制在（－π，π）中，即相位被

“截断”或“包裹”，实际测量时必须通过相位解包裹

将其连接起来。能否正确和高精度地完成相位解包

裹，直接关系到能否正确地得到所需的测量值，因而

相位解包裹成为测量领域的一个研究热点。为了更

好地完成相位解包裹运算，目前国内外学者已经提

出了很多算法，归纳起来主要是两类：即寻求积分结

果与路径无关条件的路径跟踪算法［１～４］以及寻求满

足最小范数解的路径无关算法［５～８］。

尽管当噪声、阴影、条纹断裂以及欠采样严重等

时，各种路径跟踪算法都遇到选择的积分路径或过

于简单、或错过部分极点、或不唯一等问题，恢复出

来的相位不唯一或与真实的相位出现较大差异，导

致得不到满意的结果，甚至形成所谓的“孤岛”而无

法解包裹，但普遍认为只有路径跟踪算法能得到精

确的解包裹相位。因此，如果希望得到精确的解包

裹相位，几乎无一例外地都选用路径跟踪算法。

路径无关算法寻求的是满足最小范数的解，其

中最常用的是各种最小二乘算法。尽管最小二乘算

法无法限制不可靠数据点引起的相位误差在空间传

播，得到的解包裹相位有峰削尖、谷填底、陡坡变缓

的趋势，继而导致相位的全域性误差，但由于最小二

乘算法具有全域性，能够提供平滑解，得到的解包裹

相位在视觉上很好，加之运算速度也比较快，通常用
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作精确解包裹之前的预运算，这多少限制了该算法

的应用。

在分析最小二乘相位解包裹算法特点的基础

上，注意到尽管该算法不能直接提供精确的解包裹

相位，但其误差通常比较小，只要做一些修改，也能

得到精确的解包裹相位。将修改后的算法称为精确

最小二乘相位解包裹算法。本文给出相关的理论分

析和具体算法，并举例说明其有效性。

２　理论分析

设犖×犕 个数据点的二维包裹相位值为犵（狀，

犿），φ（狀，犿）为对应的实际连续相位值（狀，犿为二维

分布相位对应矩阵的下标，１≤狀≤ 犖，１≤犿 ≤

犕），则解包裹相位可以表示为

φ（狀，犿）＝犵（狀，犿）＋２犽（狀，犿）π， （１）

式中犽（狀，犿）为整数，它在二维空间构成不连续的

平台 截断平台。解包裹其实是一个用不同方法

计算正确的犽（狀，犿）的过程。

相位解包裹的最小二乘算法，在数学上等于求

解具有 Ｎｅｕｍａｎｎ边界条件的离散泊松方程，常用

离散余弦变换或傅里叶变换求解该离散泊松方程。

这就是目前常用的最小二乘离散泊松方程解包裹算

法［８］。由于在该算法中要用到余弦变换或傅里叶变

换，因此只要包裹相位有一个噪声点，就一定会传播

到空间中的其他点，从而导致所有的解包裹相位点

都有误差，这就是通常直接用最小二乘算法得不到

精确解的原因。

当噪声不严重时，用最小二乘算法，噪声将分配

到所有的点上，每个点实际分担的噪声并不多，因而

各点处计算得到的解包裹相位φ′（狀，犿）与真实相位

φ（狀，犿）之间的误差并不大，往往远小于±２π，所以

通过比较φ′（狀，犿）和犵（狀，犿），可以找到正确的

犽（狀，犿），再叠加上犵（狀，犿）就可以得到精确的解包

裹相位。

当噪声比较严重时，最小二乘算法同样将噪声

分配到所有的点上，但每个点实际分担的噪声并不

相同，即误差主要集中在原来有噪声（噪声源）及相

位值较大（峰值）的点附近，因而其他各点处计算得

到的解包裹相位φ′（狀，犿）与真实相位φ（狀，犿）之间

的误差也不大，一般小于±２π，对这些点通过比较

φ′（狀，犿）和犵（狀，犿），也可以找到正确的犽（狀，犿）。当

然，对于噪声源和峰值附近的点，φ′（狀，犿）和φ（狀，

犿）之间的误差会比较大，通常可以达到甚至超过

±２π，从而在这些区域形成不连续“斑块”。换句话

说，在这些点附近，计算得到的犽′（狀，犿）与实际的

犽（狀，犿）之间相差一个绝对值大于等于１的整数，如

果能用合适的方法找到这个整数，从而得到正确的

犽（狀，犿），当然也就可以得到精确的解包裹相位。

当噪声非常严重时，尽管噪声被分配到了所有

的点上，但由于噪声非常严重，每个点或大量的点处

计算得到的解包裹相位φ′（狀，犿）与真实相位φ（狀，

犿）之间的误差都很大，即都大于±２π，这时很难再

用合适的方法找到每个点处正确的犽（狀，犿），至少

在效率上是不值得这么做的，当然也就得不到精确

的解包裹相位。

３　算　　法

首先用最小二乘算法得到的解包裹相位φ′（狀，

犿）计算犽′（狀，犿）。作运算

犽′（狀，犿）＝ＩＮＴ｛［φ′（狀，犿）－犵（狀，犿）］／２π｝，

（２）

式中ＩＮＴ｛｝为取整运算。接着判断犽′（狀，犿）是否就

是待求的犽（狀，犿）。作运算

φ″（狀，犿）＝犵（狀，犿）＋犽′（狀，犿）×２π． （３）

　　将得到的φ″（狀，犿）直接显示其图像，如果是连

续的，说明犽′（狀，犿）＝犽（狀，犿），φ″（狀，犿）就是待求

的精确解包裹相位，这通常发生在噪声不严重的情

况下。

当噪声比较严重时，φ″（狀，犿）在大部分区域图

像是连续的，只有一些离散的点和部分区域不连续

（呈现斑块），说明这些离散点和区域犽′（狀，犿）≠

犽（狀，犿）。用下面的算法处理离散的不连续点。作

运算

φ″（狀，犿）＝ ＭＥＤＦＩＬＴ２｛φ″（狀，犿）｝， （４）

犽′（狀，犿）＝ＩＮＴ｛［φ″（狀，犿）－φ″（狀，犿）］／２π｝， （５）

φ（狀，犿）＝φ″（狀，犿）＋２π×犽′（狀，犿）． （６）

式中 ＭＥＤＦＩＬＴ２｛｝为中值滤波，窗口的大小可以取

３×３，５×５，甚至９×９等。（４）式对φ″（狀，犿）做中值

滤波，可以平滑离散的不连续点，结果用φ″（狀，犿）表

示。（５）式可以计算出这些点处犽′（狀，犿）的值，结果

用犽′（狀，犿）表示。最终的解包裹相位用（６）式计算，

并用φ（狀，犿）表示。经过（４）～（６）式的运算，原来

相位连续的点依然连续，而不连续的离散点会变得

连续，同时，不连续区域的边缘会变得平滑，范围也

会缩小。如果噪声比较严重，这个过程需要重复数

次才能得到理想的效果，并且运算效率较高。

最后用下面的算法处理少数遗留下来的不连续

０２０９００１２
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区域。作运算

狊狊＝ＥＤＧＥ｛φ（狀，犿）｝， （７）

式中ＥＤＧＥ｛｝为查找边缘运算，狊狊为查找的结果，是

一个犖×犕的０、１矩阵。利用该矩阵，使用数字图像

处理中的填充算法，逐个在不连续区域填充２π或

－２π，即对这些区域的犽′（狀，犿）作＋１或－１运算，使

之等于待求的犽（狀，犿），最终得到精确的解包裹相位。

需要说明的是，经过填充运算，在不连续区域的

边缘往往还会遗留部分离散点没有被填充，同时，也

会有部分连续点被误填充，原因是狊狊可能不闭合并

有误判点，这时可以用得到的相位重复（４）～（６）式

描述的过程，需要的话，再重复（７）式的运算和填充，

一般只要经过１～２次重复，就能得到精确的解包裹

相位。

４　模拟验证

用 Ｍａｔｌａｂ中的ｐｅａｋｓ函数乘以２，再叠加一个

数值在－１．８～１．８ｒａｄ间变化的随机相位（用以模

拟噪声），构建一个含噪声的二维相位φ（狀，犿）（矩

阵大小为１２８×１２８），如图１所示。

图１ 用于模拟计算的（ａ）原始相位φ（狀，犿）及（ｂ）其包裹相犵（狀，犿）

Ｆｉｇ．１ （ａ）Ｐｈａｓｅφ（狀，犿）ａｎｄ（ｂ）ｗｒａｐｐｅｄｐｈａｓｅ犵（狀，犿）ｆｏｒｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ

　　先用最小二乘算法计算其解包裹相位，然后用

第３节所述的算法完成精确解包裹相位计算，并与

路径跟踪洪水填充算法的结果相比较，结果如图２

所示。

图２（ａ）是用最小二乘算法直接得到的解包裹

相位φ′（狀，犿），可以看到它是连续的。用原始相位

φ（狀，犿）减去φ′（狀，犿）求出其绝对误差，如图２（ｉ）所

示，几乎每一点的误差均不为０，但相位峰值附近误

差最大。图２（ｂ）是用（２）式计算得到的犽′（狀，犿），而

图２（ｃ）是用（３）式计算得到的φ″（狀，犿），可以看到

它们在３个区域和部分离散点处不正确，呈现明显

的斑块。图２（ｄ）是用（４）～（６）式计算得到的φ（狀，

犿），离散的不正确点已经消除，３个斑块的大小缩

小，且边缘变得光滑。图２（ｅ）是用（７）式查找到的

边缘，图２（ｆ）是经填充运算得到的相位，边缘遗留

一些没有被填充的离散点，部分连续点被误填充，该

相位再经（４）～（６）式的计算，结果为图２（ｇ），可以

看到只有一小片区域相位不正确，再对该相位重复

查找边缘、填充，并进行（４）～（６）式的计算，可以得

到最终的精确解包裹相位，如图２（ｈ）所示。图２（ｊ）

给出了精确解包裹相位的绝对误差值，其数量级为

１０－１５ｒａｄ。图２（ｋ）给出了同一模拟相位用洪水填

充算法解包裹的结果，可以看到有３个区域以及一

些离散点没能完成解包裹。

通过模拟计算可知，尽管最小二乘算法不能直

接提供精确的解包裹相位，但利用其结果，做一些修

改，也能得到精确的解包裹相位。

５　实验验证

为了检验最小二乘精确相位解包裹算法的效

果，用一组实验数据对该方法进行检验。数据来自

一个石膏嘴唇模型的投影栅测试实验，系统如图３

所示：用计算机生成一组正弦型投影栅，并用投影仪

直接投射到待测石膏模型上，用数字摄像头和图像

采集卡采集变形条纹图并输入计算机进行相位解包

裹运算。

由于正弦型投影栅用计算程序生成，通过调整

程序参数容易实现正弦投影栅每次精确相移π／２。

为了处理数据方便，取投影栅的方向垂直于狓轴。

先用联合移相式相位测量剖面术（ＰＳＰ）和改进

的傅里叶变换轮廓术（ＩＦＴＰ）相位解调算法
［９］得到

包裹相位，然后用前面所述的精确算法完成相位解

包裹 计 算，结 果 如 图 ４ 所 示 （图 像 大 小 均 为

５１２ｐｉｘｅｌ×５１２ｐｉｘｅｌ）。图４（ａ）是实验所得包裹相

位；图４（ｂ）是经（４）～（６）式的运算得到的φ（狀，

犿），石膏嘴唇模型上的相位已经没有误差点，仅在

底座上有几个区域相位不连续；图４（ｃ）是查找边缘

并作填充运算后得到的相位；图４（ｄ）是最终的精确
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图２ 精确最小二乘解包裹算法模拟计算结果及其与洪水填充算法的比较（１２８ｐｉｘｅｌ×１２８ｐｉｘｅｌ）

Ｆｉｇ．２ Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｂｙａｃｃｕｒａｔｅｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓｐｈａｓｅｕｎｗｒａｐｐｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍａｎｄｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｗｉｔｈ

ｆｌｏｏｄｆｉｌｌｐｈａｓｅｕｎｗｒａｐｐｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍ，１２８ｐｉｘｅｌ×１２８ｐｉｘｅｌ

图３ 系统结构图

Ｆｉｇ．３ Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｏｆｓｙｓｔｅｍ

解包裹相位。图４（ｅ）给出了用洪水填充算法解包

裹的结果，可以看到在右侧区域以及石膏嘴唇模型

边缘的部分点，解包裹相位有误差或未能完成解包

裹运算。图４（ｆ）用剖线（狔＝２３５ｐｉｘｅｌ，狓 从０到

５１２ｐｉｘｅｌ）对最小二乘算法、洪水填充算法和本文所

述精确算法得到的解包裹相位作了比较。可知，直

接用最小二乘算法得到的结果每一个点都有误差，

但在大多数位置处该误差都不大，利用它们可以找

到正确的犽（狀，犿）。另外，洪水填充法与其他两种算

法得到的结果相差一个比较大的常数，这取决于解

包裹起点的选择，不影响其结果。

　　通过实验验证可以看到，本文所述精确算法是

可行和有效的，当然对一个实际的包裹相位，能否用

所述算法得到精确的解包裹相位，很大程度上依赖

于用最小二乘算法得到的相位的准确程度［１０～１２］。

６　结　　论

寻求积分结果与路径无关条件的路径跟踪算法

和寻求满足最小范数解的路径无关算法是目前最主

要的两类相位解包裹算法。在路径无关算法中，最

常用的是各种最小二乘算法。由于最小二乘算法无

法限制不可靠数据点引起的相位误差在空间中传

播，被认为不能获得精确解包裹相位，从而限制了该

算法的应用。分析了最小二乘相位解包裹算法的特

点，发现尽管该算法不能直接提供精确的解包裹相

位，但其误差通常比较小，利用其解包裹结果，并做

一些修改，也能得到精确的解包裹相位。该算法即

为精确最小二乘相位解包裹算法。本文给出了相关
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图４ 精确最小二乘解包裹算法实验验证结果及其与洪水填充算法的比较（５１２ｐｉｘｅｌ×５１２ｐｉｘｅｌ）

Ｆｉｇ．４ Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｒｅｓｕｌｔｓｂｙａｃｃｕｒａｔｅｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓｐｈａｓｅｕｎｗｒａｐｐｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍａｎｄｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｗｉｔｈ

ｆｌｏｏｄｆｉｌｌｐｈａｓｅｕｎｗｒａｐｐｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍ，５１２ｐｉｘｅｌ×５１２ｐｉｘｅｌ

的理论分析和具体算法，并通过模拟计算和实验验

证了该新算法的可行性与有效性。
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