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基于激光自混合干涉效应的悬臂梁振动特性
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摘要　针对悬臂梁振动系统特性研究要求，提出了一种基于激光自混合干涉效应的极值点模型测量方法。该测量

方法相对传统测量方法具有简单、实效、成本低廉等优点。从Ｌａｎｇ和Ｋｏｂａｙａｓｈｉ建立的速率方程出发推导了极值

点研究模型并利用蒙特 卡罗随机模拟方法对半周期极值点公式进行简化修正，获得了自由振动情况下悬臂梁振

动固有频率阶数为第１０阶，振幅特征参量为犃１０＝犅１０＝５．４６０１×１０
－１３。
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１　引　　言

振动是自然界和工程界常见现象，对振动系统

特性研究有助于工程问题的分析处理、产品质量提

高、设备有效的运行和及时故障排除等。目前传统

振动系统特性研究的理论模型和测试方法都有很强

的局限性，往往只能解决特定振动系统且相对复杂

和昂贵。所以，寻求新的理论模型以及相关的测试

方法成为振动系统特性研究亟待解决的技术问题。

近年来，激光自混合干涉测量技术以其简单、紧凑、

系统更易准直的优势，逐渐在振动测量［１，２］、多自由

度测量［３］、距离测量［４～７］、速度测量［８～１０］、激光器自

身参数测量［１１］等领域得到广泛应用。激光自混合

干涉技术［１２～１５］是指激光器输出的激光，遇到外界反

馈物体后，其中一部分光被反射或散射回来进入激

光器的谐振腔里，与激光腔内的光混合后发生干涉，

使输出光功率发生了变化。通过对光功率变化情况

的监测实现对反馈物体运动情况的测量。

本文在半导体激光器自混合干涉效应的基础上

提出了振动系统极值点（ＶＳＥＰ）理论模型，结合自

混合干涉测量技术并以工程中常见的梁氏结构振动

系统为例，对其振动特性进行分析和研究。

２　基于激光自混合干涉效应的ＶＳＥＰ

理论模型

目前对半导体激光器的自混合干涉效应的理论

分析一般采用严格求解的Ｌａｎｇ和Ｋｏｂａｙａｓｈｉ建立

的速率方程［１６］，简称ＬＫ速率方程以及三镜腔理论

模型［１７］。其中ＬＫ速率方程较三镜腔理论模型更

０２０８００８１
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加严格也更具普适性。采用ＬＫ速率方程得到的激

光频率和激光强度可表示为

ν＝ν０－
犆ｓｉｎ（２πντ＋ａｒｃｔａｎα）

２πτ

犐＝犐０（１＋犿ｃｏｓ２πντ

烅

烄

烆 ）

， （１）

式中ν０、犐０ 为无反馈时的激光振荡频率和激光输出

强度；ν、犐为有外反馈时的激光振荡频率和激光输出

强度。τ＝
２犔
犮
表示光在激光器外腔往返一周的时

间，犔表示激光器外腔长度，犮为光在真空中的光速；

α为线宽增益系数；犆和犿分别为反馈系数和强度调

制系数。本文的理论模型和实验研究均在犆＜４．６

区域（适度或弱反馈区域），此时激光器频率近似为

ν０。对于振动系统作反馈物时，犔＝犾０＋犾犃（狋），其中

犾０ 是指激光器到振动系统平衡点的距离，这个距离

是固定不变的常数，犾犃（狋）是振动系统在平衡点附近

振动造成的位移。此时，

犐＝犐０ １＋犿ｃｏｓ４π
犔（ ）［ ］λ

＝

犐０ １＋犿ｃｏｓ４π
犾０＋犾犃（狋）［ ］｛ ｝λ

， （２）

如果４π
犾０＋犾犃（狋）

λ
＝２狀π，即２

犾０＋犾犃（狋）

λ
＝狀时，半

导体激光器自混合干涉信号会出现极值。其中λ表

示激光波长，ｌ０ 表示外腔长度。从上述分析可以求

出极值点个数的表达式为

犖（狋）＝

２
犾０

λ
－ ２

犾０［ ］λ ＋
２犾犃（狋）［ ］λ

，

２
犾０

λ
－ ２

犾０［ ］λ ＋
２犾犃（狋）

λ
≥０

２
犾０

λ
－ ２

犾０［ ］λ ＋
２犾犃（狋）［ ］λ

，

２
犾０

λ
－ ２

犾０［ ］λ ＋
２犾犃（狋）

λ
＜

烅

烄

烆
０

． （３）

这就是从ＬＫ速率方程出发建立的ＶＳＥＰ模型，即

振动系统下激光自混合干涉极值点模型，中括号表

示取整（下文中与犖 相关的均表示取整）。

首先讨论振动中最简单的简谐运动情况。对于

简谐振动的系统，犾犃（狋）＝犃ｓｉｎω狋，犃 表示振动振

幅，ω表示相位，则（３）式可以写为

犖（狋）＝

２
犾０

λ
－ ２

犾０［ ］λ ＋
２犃ｓｉｎω狋［ ］λ

，

２
犾０

λ
－ ２

犾０［ ］λ ＋
２犃ｓｉｎω狋

λ
≥０

２
犾０

λ
－ ２

犾０［ ］λ ＋
２犃ｓｉｎω狋［ ］λ

，

２
犾０

λ
－ ２

犾０［ ］λ ＋
２犃ｓｉｎω狋

λ
＜

烅

烄

烆
０

． （４）

　　让（４）式中的狋遍历半个周期 －
犜
４
＜狋＜

犜（ ）４ ，

得到半个周期内极值点个数

犖ｈ＝ ２
犾０

λ
－ ２

犾０［ ］λ ＋
２犃［ ］λ ＋

２
犾０

λ
－ ２

犾０［ ］λ －
２犃［ ］λ ． （５）

（５）式就是利用ＶＳＥＰ模型得到的简谐振动系统半

周期内出现的极值点个数。可以对其进行简化，即

认为２
犾０

λ
－ ２

犾０［ ］λ ＝０和
２犃

λ
＝狀（狀为整数），这样

（５）式简化为

犖
ｈ ＝ ２

犾０

λ
－ ２

犾０［ ］λ ＋
２犃［ ］λ ＋

２
犾０

λ
－ ２

犾０［ ］λ －
２犃［ ］λ ＝

４犃

λ
． （６）

　　实际上
２犃

λ
不一定是整数，只是为了能把２犃

λ
顺

利从天花板函数或地板函数中拿出而采用的假设；

此外２
犾０

λ
－ ２

犾０［ ］λ 也不一定等于零。因此需对（６）

式进行修正已消除简化带来的误差。

设２犃

λ
＝犪，２

犾０

λ
－ ２

犾０［ ］λ ＝犫，犪＝狀＋犮，其中，

狀是整数，０≤犫，犮＜１。因为狀是整数，它对简化后的

犖ｈ没有影响；而犫、犮是在０到１区间的实数，会引起

偏差。但是，如果能算出犫、犮造成的偏差，然后对犖
ｈ

作统计学修正，就可以使简化后的犖
ｈ 逼近于原来

的犖ｈ，从而得到比较准确的简化结果。利用蒙特 卡

罗方法模拟犫、犮的动态随机变化（犫、犮的动态随机变

化是振幅犃、波长λ和外腔长犾０ 在小范围动态随机

变化造成的），这样可以求出简化后的极值点个数

犖
ｈ 与简化前极值点个数 犖ｈ 动态变化的差值

犆犖
ｈ
（犻），最后对动态变化的差值求统计学平均即可

得到犖
ｈ 和犖ｈ两者间的偏差犕犖

ｈ
。如果假定一次观

测时间内，动态变化的次数为犖，则

犕犖
ｈ
＝∑

犖

犻＝１

犘（犻）犆犖
ｈ
（犻）＝

１

犖∑
犖

犻＝１

犆犖
ｈ
（犻）， （７）

犆犖
ｈ
（犻）＝犖

ｈ（犻）－犖ｈ（犻）＝２［狀＋犮（犻）］－

｛［犫（犻）＋［狀＋犮（犻）］］＋［犫（犻）－［狀＋犮（犻）］］｝．

（８）

　　显然犖 与系统受外界干扰程度有关。本文利用

蒙特 卡罗方法分别模拟了不同犖 下的犕犖
ｈ
，结果

表明，在不同犖下犕犖
ｈ
总是趋近于１，所以认为犕犖

ｈ

收敛于１。因此修正后的简化半周期极值点公式为

０２０８００８２
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犖
ｈ ＝犖


－犕犖

ｈ
＝
４犃

λ
－１． （９）

（９）式是研究简谐振动系统特性的核心公式。该修

正方法同样适用于其他周期性振动系统。

对于工程上应用十分广泛的梁式振动系统（这

里仅考虑梁的横向振动）是本文的研究重点。对于

梁式振动系统，需对ＶＥＳＰ研究模型进行进一步修

正。与简谐振动系统相比，梁式振动系统振动时，

犾犃（狋）振幅是一个变量犾犃（狋）＝ ∑
∞

狀＝１

犢狀（狓）犎狀（狋），

犢（犫）和犎（狋）是犾（狋）对狓和狋的分离变量。这里含时

项 Ｈ狀（狋）要视研究问题的具体的边界条件而定。将

犾犃（狋）代入（３）式即可得到梁式振动系统的修正后

ＶＳＥＰ研究模型

犖（狋）＝

２
犾０

λ
－ ２

犾０［ ］λ ＋

２∑
∞

狀＝１

Ｙ狀（狓）Ｈ狀（狋）熿

燀

燄

燅λ

，

２
犾０

λ
－ ２

犾０［ ］λ ＋

２∑
∞

狀＝１

Ｙ狀（狓）Ｈ狀（狋）

λ
≥０

２
犾０

λ
－ ２

犾０［ ］λ ＋

２∑
∞

狀＝１

Ｙ狀（狓）Ｈ狀（狋）熿

燀

燄

燅λ

，

２
犾０

λ
－ ２

犾０［ ］λ ＋

２∑
∞

狀＝１

Ｙ狀（狓）Ｈ狀（狋）

λ
＜

烅

烄

烆
０

．（１０）

图１ 半导体激光自混合振动特性测量系统实验装置

Ｆｉｇ．１ Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｓｅｔｕｐｆｏｒｖｉｂｒａｔｉｏｎｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ

ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｓｙｓｔｅｍ ｂａｓｅｄｏｎｌａｓｅｒｄｉｏｄｅｓｅｌｆ

　　　　　　　ｍｉｘｉｎｇｅｆｆｅｃｔ

３　半导体激光自混合振动特性测量系

统及结果分析

半导体激光自混合振动特性测量系统的实验装

置如图１所示，系统由半导体激光器、透镜、振动系

统表面等组成。半导体激光器前端面发出的光经透

镜聚焦，照射在运动的散射表面上。激光被运动表

面散射，其中一部分散射光又经原路反馈回激光器

谐振腔，同谐振腔内的光相混合并调制激光器出射

光的光频率及光功率，即产生激光自混合效应。其

光功率的变化可以由封装在激光器尾部的光电探测

器探测，经电子学处理后可获得所需自混合信号。

分析测量得到的自混合信号即可实现振动特性

测量。

图２为采用悬臂梁作为研究对象时半导体激光

自混合振动特性测量系统所获得的典型自混合振动

信号。本实验装置中激光器型号为 ＦＵＬＤ６５０

５ＱＮ，输出光功率为５ｍＷ，激光器与被测物之间的

距离为３８ｃｍ。如图２所示，激光自混合振动干涉

信号在一定反馈强度下，波形为不对称的类锯齿波

形，即波形的上升沿和下降沿的时间不等，这与传统

干涉振动测量系统产生的正弦波形有着显著的差

别。同时，物体振动方向不同还导致自混合信号波

形倾斜方向的不同。实验中，可以通过自混合振动

信号波形的倾斜方向判断待测物体的振动方向。

图２ 典型的悬臂梁自混合信号

Ｆｉｇ．２ Ｔｙｐｉｃａｌｗａｖｅｆｏｒｍｏｆｓｅｌｆｍｉｘｉｎｇｓｉｇｎａｌｏｂｔａｉｎｅｄ

ｆｒｏｍｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｖｉｂｒａｔｉｏｎ

以图３欧拉 伯努利梁为例，具体推导出它在两

端固定条件下自由振动时的犾犃（狋），并利用ＶＥＳＰ模

型结合实验所得数据来分析确定实验中的梁振幅的

特征参数。欧拉 伯努利梁的振动微分方程为［１８］


２

狓
２
犈犐

２
狔
狓（ ）２ ＋ρ

２
狔
狋
２ ＝狇（狓，狋）， （１１）

图３ 欧拉 伯努利梁

Ｆｉｇ．３ ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉｂｅａｍ

式中狓为梁的长度方向，狔为梁的振动方向，犈表示

０２０８００８３
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梁的杨氏模量，Ｉ为横截面对中心主轴的惯性矩，ρ
为梁的密度，狇（狓，狋）为梁上作用的单位长度分布

力。考虑最一般的均质等截面梁，犈和犐均为常数，

（１１）式可写成

犈犐

４
狔
狓

４＋ρ

２
狔
狋
２ ＝狇（狓，狋）． （１２）

　　考虑梁两端都固定且作自由振动的情况，由此

得出微分方程（１２）式的边界条件为

狔（０，狋）＝狔′（０，狋）＝０

狔（犔，狋）＝狔′（犔，狋）＝｛ ０
， （１３）

由边界条件利用分离变量法解此微分方程得

狔（狓，狋）＝Ｙ（狓）ｓｉｎ（狆狋＋φ）＝

∑
∞

狀＝１

犮狀ｓｉｎβ
狀

犔２
犈犐

槡ρ狋＋（ ）φ Ｙ狀（狓），（１４）
式中

Ｙ狀（狓）＝犃狀 ｃｏｓｈβ
狀狓

犔
－ｃｏｓβ

狀狓（ ）犔
＋

犅狀 ｓｉｎｈβ
狀狓

犔
－ｓｉｎβ

狀狓（ ）犔
，

狆狀＝β
２
狀

犔２
犈犐

槡ρ
表示梁的固有（圆）频率，β狀≈

２狀＋１
２
π，

犔表示梁的长度，犃狀，犅狀的比例由Ｙ狀（犔）＝０确定。

（１４）式的狔（狓，狋）就是要求的犾犃（狋），它有一个含时

项和一个位移项组成。它的位移项为 Ｙ狀（狓）＝

犃狀 ｃｏｓｈβ
狀狓

犔
－ｃｏｓβ

狀狓（ ）犔
＋犅狀 ｓｉｎｈβ

狀狓

犔
－ｓｉｎβ

狀狓（ ）犔
，

其中有两个特征参量犃狀，犅狀 。

通过半导体激光自混合干涉测量系统观测到的

一个作自由振动的简易欧拉 伯努利梁在狓＝８ｃｍ

处振动频率为３６．７６５Ｈｚ（将长时间内振幅衰减很

小的振动近似认为自由振动），该梁的犔＝１８．１ｃｍ，

犺＝０．９２ｍｍ（梁高），犫＝６．２２ｍｍ（梁宽），故犐＝

犫犺３

１２
＝４．０３６×１０－１３ ｍ４（横截面对中心主轴的惯性

矩）；实验中梁的材质是钢，犈＝２．０６×１０１１Ｐａ，ρ＝

７．８５×１０３ｋｇ／ｍ
３。将上述参数代入狆狀＝β

２
狀

犔２
犈犐

槡ρ
，

并让狆狀＝３６．７６５×２π＝２３１．００１３ｒａｄ解出狀＝

９．８９１，可知所研究梁式系统在第１０固有频率附近

自由振动，其他固有频率下的振动可忽略，故狔

（８ｃｍ，狋）＝Ｙ１０（８ｃｍ）ｓｉｎ（狆１０狋＋φ），并且通过半导

体激光自混合干涉测量系统观察到在该频率下半个

周期内的极值点个数维持在６左右，可以看出

犾犃（狋）＝狔（８ｃｍ，狋）依然适用（９）式得

犖
ｈ ＝

４犃

λ
－１＝

４Ｙ１０（８ｃｍ）

λ
－１＝６，（１５）

式中λ＝６７０ｎｍ。由（１５）式和Ｙ狀（犔）＝０联立可以

解出：犃１０＝犅１０＝５．４６０１×１０
－１３。因此，通过半导

体激光自混合干涉测量系统和 ＶＥＳＰ研究模型可

以获得梁式振动系统的相关振动参数，这种方式也

同样适用于其他振动系统的振动特性分析。

４　结　　论

基于半导体激光自混合干涉效应提出了ＶＳＥＰ

理论模型，并利用蒙特 卡罗随机模拟方法对ＶＳＥＰ

模型得到的半周期极值点公式进行简化修正。随后

利用该修正公式和半导体激光自混合干涉测量系统

分析研究了梁式振动系统的特性，求解并最终获得

了自由振动情况下悬臂梁振动固有频率阶数为第

１０阶，振幅特征参量为犃１０＝犅１０＝５．４６０１×１０
－１３。

这种方法可以推广到更加复杂的梁式振动系统以及

其他振动系统。
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