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横向剪切最小二乘相位解包裹算法的改进
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摘要　对存在欠采样的包裹相位进行解包裹一直是一个难点，尽管横向剪切最小二乘相位解包裹算法有不错的抗

欠采样能力，但当存在严重欠采样时，该算法还是不能得到令人满意的结果。针对这个问题作了分析，并通过引入

二次剪切的方法改进了横向剪切最小二乘相位解包裹算法，通过模拟计算和实验验证，证明改进后的算法是正确

和有效的，该算法可以保证当包裹相位二阶离散导数的绝对值不大于π时能得到正确的解包裹结果。
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１　引　　言

在光学干涉计量、基于结构光的光学三维传感

和合成孔径雷达等领域中，相位解包裹计算都是必

须的步骤［１～３］，这是因为实验得到的相位值通常都

是被“截断”了的（或称为被“包裹”、“缠绕”的），实际

测量时必须将被“截断”的相位连接起来，这个过程

称为相位解包裹、相位展开或者解相等。相位解包

裹的算法发展迅速，国内外学者提出了很多算

法［１～７］，并在不同程度上获得了成功。在实际问题

中，相位在空间的迅速变化并引发欠采样一直是相

位解包裹的一个难点［８，９］。虽然横向剪切最小二乘

（ＬＳ）相位解包裹算法（ＬＳＢＬＳ）有不错的抗欠采样

能力［１０，１１］，但当存在严重欠采样时，该算法还是不

能得到满意的结果，甚至无法顺利地完成解包裹运

算。本文针对这个问题作了分析，并提出了相应的

改进算法，通过模拟计算和实验验证，证明该算法是

正确和有效的。

２　横向剪切最小二乘相位解包裹算法

的原理

对于犖×犕 个数据点的二维包裹相位犵狀犿 ＝

犵（狀，犿），设φ狀犿 ＝φ（狀，犿）为对应的实际连续相位

值（狀，犿为二维相位分布对应矩阵的下标，０≤狀≤

犖－１，０≤犿≤犕－１），可以写出包裹相位沿狓方

１１０９００２１
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向和狔方向的离散梯度：

Δ犵
狓
狀犿 ＝犵（狀＋１，犿）－犵（狀，犿）＋２犽π， （１）

Δ犵
狔
狀犿 ＝犵（狀，犿＋１）－犵（狀，犿）＋２犽π， （２）

式中犽为整数。为了使求得的相位φ狀犿 对已知包裹相

位拟合最好，作最小二乘：

犛＝∑
犖－２

狀＝０
∑
犕－１

犿＝０

［φ（狀＋１）犿 －φ狀犿 －Δ犵
狓
狀犿］

２
＋

∑
犖－１

狀＝０
∑
犕－２

犿＝０

［φ狀（犿＋１）－φ狀犿 －Δ犵
狔
狀犿］

２． （３）

上述最小二乘矩阵的求解方程为

φ（狀＋１）犿 ＋φ（狀－１）犿 ＋φ狀（犿＋１）＋φ狀（犿－１）－４φ狀犿 ＝

Δ犵
狓
狀犿 －Δ犵

狓
（狀－１）犿 ＋Δ犵

狔
狀犿 －Δ犵

狔
狀（犿－１）， （４）

其恒等关系式为

［φ（狀＋１）犿 －２φ狀犿 ＋φ（狀－１）犿］＋

　　［φ狀（犿＋１）－２φ狀犿 ＋φ狀（犿－１）］＝ρ狀犿， （５）

式中

ρ狀犿 ＝ ［Δ犵
狓
狀犿 －Δ犵

狓
（狀－１）犿］＋［Δ犵

狔
狀犿 －Δ犵

狔
狀（犿－１）］，

（６）

该方程是犕×犖 矩形网格上的离散泊松方程，即

Δ
２

Δ狓
２φ（狓，狔）＋

Δ
２

Δ狔
２φ（狓，狔）＝ρ（狓，狔）． （７）

显然，通过离散余弦变换（ＤＣＴ）或傅里叶变换（ＦＴ）

求解犖×犕 矩形网格上的离散泊松方程可得到解

包裹相位φ狀犿。

最小二乘解包裹需要计算ρ狀犿，传统的算法是先

直接用（１）式和（２）式计算Δ犵
狓
狀犿 和Δ犵

狔
狀犿，然后再用

（６）式计算ρ狀犿，但由于犵（狀，犿）本身是包裹着的相

位，计算得到的Δ犵
狓
狀犿－Δ犵

狓
（狀－１）犿和Δ犵

狔
狀犿－Δ犵

狔
狀（犿－１）往

往不连续分布，从而使解包裹失败。为了解决这个问

题，ＬＳＢＬＳ将剪切干涉原理引入到解包裹运算中，

利用包裹相位犵（狀，犿）建立一个等效二维复光场：

珦犝（狀，犿）＝ｅｘｐ［ｊ犵（狀，犿）］． （８）

对该等效光场，沿横向（以沿狓方向为例）作１ｐｉｘｅｌ

的平移，创建一个新的光场 剪切光场：

珦犝′（狀，犿）＝ｅｘｐ［ｊ犵（狀＋１，犿）］． （９）

将两光场相除，可以得到新的光场

Δ珦犝
狓
＝
珦犝′（狀，犿）
珦犝（狀，犿）

＝
ｅｘｐ［ｊ犵（狀＋１，犿）］

ｅｘｐ［ｊ犵（狀，犿）］
．（１０）

于是有

Δ犵
狓
狀犿 ＝ａｒｃｔａｎ［Ｉｍ（Δ珦犝

狓）／Ｒｅ（Δ珦犝
狓）］， （１１）

式中，Ｉｍ（）和Ｒｅ（）分别代表取复函数的虚部和实部

运算。即使犵（狀，犿）的空间变化频率很高，甚至出

现欠采样，但Δ珦犝
狓 相位的空间变化频率并不高，只

要Δ犵
狓
狀犿（原始相位在狓方向的梯度或导数）的绝对

值的最大值不大于π，Δ珦犝
狓 的相位就不会出现欠采

样，所以用（１１）式计算Δ犵
狓
狀犿 可以有效避免Δ犵

狓
狀犿 －

Δ犵
狓
（狀－１）犿 发生不连续分布，减少欠采样带来的麻烦。

用同 样 的 方 法 可 以 引 入 Δ珦犝狔 并 计 算 Δ犵
狔
狀犿 －

Δ犵
狔
狀（犿－１），并用（６）式计算出ρ狀犿，代入离散泊松方程

用ＤＣＴ或ＦＴ算法求解，即可得到解包裹相位。

３　ＬＳＢＬＳ的改进

尽管ＬＳＢＬＳ可以有效地克服欠采样带来的麻

烦，得到比传统最小二乘相位解包裹算法好得多的

结果［１０，１１］，但如果欠采样非常严重，就会导致

ＬＳＢＬＳ失效。下面通过模拟计算加以说明。

模拟计算选用 Ｍａｔｌａｂ软件中的ｐｅａｋｓ函数乘以

１００，构建一个２５６ｐｉｘｅｌ×２５６ｐｉｘｅｌ的二维相位分布

（相 位 最 小、最 大 值 分 别 为 －６５４．９７ｒａｄ 和

８１０．５４ｒａｄ），将得到的二维分布相位记为φ０，并定

义二维复光场珦犝＝ｅｘｐ（ｊφ０），则该光场对应的包裹相

位为

φ＝ａｒｃｔａｎ［Ｉｍ（珦犝）／Ｒｅ（珦犝）］． （１２）

尝试用ＬＳＢＬＳ算法解包裹，计算结果列于图１中。

其中图１（ａ）是原始相位φ０ 的三维分布，图１（ｂ）是

其包裹相位φ，而图１（ｃ）、（ｄ）和（ｅ）分别是用

ＬＳＢＬＳ算法得到的Δ犵
狓
狀犿－Δ犵

狓
（狀－１）犿、Δ犵

狔
狀犿－Δ犵

狔
狀（犿－１）

和ρ狀犿，其解包裹结果如图１（ｆ）。可以看到，尽管已

经使用了剪切算法，但解包裹还是失败了。分析失

败的原因为原始相位变化太快，包裹相位的空间变

化频率很高，欠采样非常严重，使得ＬＳＢＬＳ得到的

Δ犵
狓
狀犿 和Δ犵

狔
狀犿 依然是包裹着的（因为此时Δ犵

狓
狀犿或Δ犵

狔
狀犿

绝对值的最大值分别为２８．１１ｒａｄ和１８．１５ｒａｄ，已经

远大于π），所以Δ犵
狓
狀犿 －Δ犵

狓
（狀－１）犿、Δ犵

狔
狀犿 －Δ犵

狔
狀（犿－１）和

ρ狀犿 急剧变化且不连续，最终导致解包裹失败。

为了解决这个问题，对ＬＳＢＬＳ算法作如下改

进：在算法中引入“二次剪切”，即利用ＬＳＢＬＳ算法

得到的复光场Δ珦犝
狓 和Δ珦犝狔，对它们分别沿狓方向和

狔方向作１ｐｉｘｅｌ的平移（剪切），从而各自创建一个

新的光场 剪切光场（以沿狓方向平移为例）：

Δ珦犝′
狓（狀，犿）＝Δ犝

狓（狀－１，犿）＝ｅｘｐ［ｊΔ犵
狓
（狀－１）犿］．

（１３）

将两个光场Δ珦犝
狓与Δ珦犝′

狓相除，可以得到新的光场：

Δ珦犝
狓狓
＝
Δ犝

狓（狀，犿）

Δ珦犝′
狓（狀，犿）

＝
ｅｘｐ［ｊΔ犵

狓（狀，犿）］

ｅｘｐ［ｊΔ犵
狓（狀－１，犿）］

．

（１４）

于是有

Δ犵
狓
狀犿 －Δ犵

狓
（狀－１）犿 ＝ａｒｃｔａｎ［Ｉｍ（Δ珦犝

狓狓）／Ｒｅ（Δ珦犝
狓狓）］．

（１５）

１１０９００２２



钱晓凡等：　横向剪切最小二乘相位解包裹算法的改进

图１ 未改进ＬＳＢＬＳ的模拟计算结果

Ｆｉｇ．１ ＳｉｍｕｌａｔｅｄｒｅｓｕｌｔｓｂｙｕｎｉｍｐｒｏｖｅｄＬＳＢＬＳ

图２ 改进后ＬＳＢＬＳ的模拟计算结果

Ｆｉｇ．２ ＳｉｍｕｌａｔｅｄｒｅｓｕｌｔｓｂｙｉｍｐｒｏｖｅｄＬＳＢＬＳ

用同样的方法可以创建Δ珦犝狔狔，并有

Δ犵
狔
狀犿 －Δ犵

狔
狀（犿－１）＝ａｒｃｔａｎ［Ｉｍ（Δ珦犝

狔狔）／Ｒｅ（Δ珦犝狔狔）］．

（１６）

　　由于使用了二次剪切，复数相角的主值域为

（－π，π］，所以即使原始相位在狓方向或狔方向离散

梯度的绝对值大于π，只要这两个离散梯度自身在狓

方向或狔方向离散梯度（原始相位的空间二次离散导

数）绝对值不大于π，得到的Δ犵
狓
狀犿 －Δ犵

狓
（狀－１）犿、Δ犵

狔
狀犿 －

Δ犵
狔
狀（犿－１）和ρ狀犿 就依然连续、无跳跃，确保通过求解离

散泊松方程能得到正确的解包裹相位。仍然选用前

面的模拟相位对改进后的算法作验证，结果如图２

所示。其中图２（ａ）、（ｂ）和（ｃ）分别是用改进后的

ＬＳＢＬＳ算法得到的Δ犵
狓
狀犿－Δ犵

狓
（狀－１）犿、Δ犵

狔
狀犿－Δ犵

狔
狀（犿－１）

和ρ狀犿，原始相位二阶离散导数绝对值的最大值分别
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为１．２９ｒａｄ和１．８２ｒａｄ，均小于π，可以看到，由于使

用了二次剪切，Δ犵
狓
狀犿 －Δ犵

狓
（狀－１）犿、Δ犵

狔
狀犿 －Δ犵

狔
狀（犿－１）和

ρ狀犿 已经变得连续。最终的解包裹结果如图２（ｄ），

显然是正确的。为便于比较，图２（ｅ）分别给出了用

改进前、后的ＬＳＢＬＳ算法得到的解包裹相位和原始

相位同一列（狔＝１３１ｐｉｘｅｌ）上的数值分布，显然，改

进后的ＬＳＢＬＳ算法得到的值与原始相位值只差一

个常数（不影响其使用），很好地完成了解包裹运算，

而改进前的ＬＳＢＬＳ算法得到的值与原始相位值相

差很大，可以认为解包裹失败。

４　实验验证

为了检验改进后的ＬＳＢＬＳ算法的效果，用基于

像面数字全息术的中药饮片细胞定量成像实验作验

证［１１］，实验采取球面参考光像面数字全息记录光

路，ＨｅＮｅ激光的波长为６３２．８ｎｍ，记录数字全息

图用的ＣＭＯＳ分辨率为１２８０ｐｉｘｅｌ×１０２４ｐｉｘｅｌ，像

素大小为６．７μｍ×６．７μｍ，１２ｂｉｔ灰度级输出。实

验结果如图３所示。图３（ａ）是实验数字全息图，

图３（ｂ）是用全息图得到的包裹相位，图３（ｃ）、（ｄ）和

（ｅ）是分别用传统的最小二乘算法
［９］、ＬＳＢＬＳ和改

进后的ＬＳＢＬＳ算法解包裹，然后对得到的解包裹相

位经重新包裹后的二维相位分布图。比较图３（ｃ）

与图３（ｂ）可以看出，由于有欠采样发生，传统最小

二乘算法的解包裹结果很差；比较图３（ｄ）和图３（ｂ）

可以看出ＬＳＢＬＳ算法的解包裹结果比传统算法好

很多，但是，对有严重欠采样的区域（特别是细胞的

边缘）还是不能得到很好的结果；比较图３（ｅ）与

图３（ｂ）容易看出，改进后的ＬＳＢＬＳ解包裹结果最

好，几乎所有区域的相位包裹均被顺利展开。需要

图３ 传统和改进前、后横向剪切算法处理得到的实验数据结果及比较

Ｆｉｇ．３ ＥｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｒｅｓｕｌｔｓｏｆｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌＬＳ，ＬＳＢＬＳａｎｄｉｍｐｒｏｖｅｄＬＳＢＬＳａｌｇｏｒｉｔｈｍｓａｎｄｔｈｅ

ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｒｅｓｕｌｔｓｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｍ
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说明的是，改进后的算法由于要作二次剪切，运算对

噪声比较敏感，计算中需要做降噪处理［１２］，这里不

再赘述。为便于比较，图３（ｆ）给出了用传统最小二

乘算法，以及改进前、后的ＬＳＢＬＳ得到的解包裹相

位同一行［对应图３（ａ）中的白线］上的数值分布，而

图３（ｇ）给出改进前、后的ＬＳＢＬＳ算法解包裹相位

间的差值分布。从中可以得出结论：改进后的

ＬＳＢＬＳ得到的解包裹相位值与实验值吻合最好，说

明该算法是正确和有效的。

５　结　　论

相位在空间的迅速变化并发生欠采样一直是顺

利完成解包裹的一个难点，尽管ＬＳＢＬＳ有不错的抗

欠采样能力，但当存在严重欠采样时，该算法还是不

能得到满意的结果，甚至无法顺利地完成解包裹运

算。针对这个问题作了分析，并通过引入二次剪切

的方法对原有ＬＳＢＬＳ作了改进，通过模拟计算和实

验验证，证明该算法是正确和有效的，改进后的算法

可以保证当包裹相位有严重欠采样发生时，只要原

始相位二阶离散导数的绝对值不大于π，就可以得

到正确的解包裹结果。
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