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摘要　提供了一种方形区域上归一化Ｚｅｒｎｉｋｅ正交基的生成方法。它采用线性无关组ＧｒａｍＳｃｈｉｍｄｔ正交组构造

方法，根据线性代数内积、欧氏空间及其正交性和范数的相关概念，对标准Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式进行正交处理，得到了一

组新的正交多项式 Ｚｓｑｕａｒｅ多项式。采用该正交基实现了方形区域内波前模式的拟合，它不仅可由Ｚｓｑｕａｒｅ

模式的集合直接对波前进行表示，而且也可以通过线性反变换，将Ｚｓｑｕａｒｅ多项式表示成标准的Ｚｅｒｎｉｋｅ模式的线

性组合，使被分解的波前模式与像差之间有明确的对应关系。实验表明，它不仅可以对透镜设计中的波前像差函

数进行有效的拟合，而且也能对 ＨａｒｔｍａｎｎＳｈａｃｋ波前传感器测试得到的实际相位数据进行拟合。
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１　引　　言

波前传感和重构在自适应光学［１］、光学元件面

形检测［２］等相关领域有着很重要的应用。波前重构

通常分为区域法和模式法。区域法通过相位斜率方

向的测量来拟合特定子孔径上的波前；模式法中将

波前分解为一个正交多项式组，多项式的系数通过

测量相位斜率得到。模式法中常采用Ｚｅｒｎｉｋｅ多项

式对圆域内的波前数据进行拟合，如亚利桑那大学的

１１０８０１１１
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Ｚｅｒｎｉｋｅ多项系数
［３］，Ｎｏｌｌ的标准Ｚｅｒｎｉｋｅ系数

［４］以及

Ｂｏｒｎ等
［５］的Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式。模式法中的Ｚｅｒｎｉｋｅ

多项式和Ｓｅｉｄｅｌ像差项有对应关系，能方便地处理

各像差系数并分离各种像差，便于分析波前和剔除

误差，常把它作为圆域的正交基进行波前重构。但

对于非圆瞳光学系统，Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式则不具有正交

性，用它拟合波面将出现交叉耦合现象，求得的

Ｓｅｉｄｅｌ像差系数存在误差，仍用它作为非圆域的基

函数多项式所得到的拟合系数就不能准确计算该区

域的波前均方根（ＲＭＳ）误差
［６］，因此，需要选用其

他正交多项式。如针对环形孔的ＺｅｒｎｉｋｅＭａｈａｊａｎ

多项式［７］和ＺｅｒｎｉｋｅＴａｔｉａｎ多项式
［８］等。激光惯性

约束聚变（ＩＣＦ）中大量的方形光学元件，以及方域

上的波前检测需要方域内的Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式
［９］。曾

有人提出方形区域的Ｚｅｒｎｉｋｅ波前拟合方法
［１０，１１］，

但还缺少对其进行有效而深入的分析。因此，本文

采用线性代数内积、欧氏空间及其正交性的相关概

念，对方形区域上Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式的正交性进行分

析，并采用线性无关组 ＧｒａｍＳｃｈｉｍｄｔ正交组构造

方法，对Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式进行正交处理，得到了一组

新的正交多项式 Ｚｓｑｕａｒｅ多项式。利用新多

项式对 ＨａｒｔｍａｎｎＳｈａｃｋ（ＨＳ）波前传感的相位数

据进行了重构。研究分析表明，Ｚｓｑｕａｒｅ可用于方

形区域上的波前数据拟合。

２　 生成 Ｚｓｑｕａｒｅ多项式的 Ｇｒａｍ

Ｓｃｈｉｍｄｔ正交化方法

Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式是一组定义在单位圆连续区域

内的完备的正交基，记为｛犣犻（狓，狔）｝，通常用于表示

波前相位和不规则波面。并有正交关系［１２］：


狓
２
＋狔
２
≤１

［犣犻（狓，狔）］
犣犼（狓，狔）ｄ狓ｄ狔＝

　　　
狓
２
＋狔
２
≤１

［犣狀犿（狓，狔）］
犣狆狇（狓，狔）ｄ狓ｄ狔＝

　　　
π

狀＋１
δ狀狆δ犿狇， （１）

式中δ狀狆 ＝
１，狀＝狆

０，｛ ｅｌｓｅ
，δ犿狇 ＝

１， 犿＝狇

０，｛ ｅｌｓｅ
，狀是径向

模式， 表示复共轭，犿是方位角频率，狀，犿，犻的关系

采用Ｎｏｌｌ
［１４］的定义方法，在极坐标下定义多项式为

犣犻（狉，θ）＝犚
犿
狀（狉）Θ

犿
狀（θ）， （２）

式中

犚犿狀（狉）＝

∑
（狀－犿）／２

狊＝０

（－１）
狊（狀－狊）！

狊！［（狀＋犿）／２－狊］！［（狀－犿）／２－狊］！
狉狀－２狊，

Θ
犿
狀（θ）＝

ｃｏｓ犿θ， 犿≠０ｅｖｅｎｔｅｒｍｏｒ犿＝０

ｓｉｎ犿θ． 犿≠
｛ ０ｏｄｄｔｅｒｍ

　　在大部分光学元件面形检测中，被测光学系统

的反射和出射波前总是趋于光滑和连续的且具有圆

形光瞳，所以可以将被测波面的面形和波像差函数

表示成一个完备 Ｚｅｒｎｉｋｅ基底函数的线性组合

犠（狓，狔）。相比一般的多项式加权最小二乘法，采

用Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式拟合求解系数会更加简单，拟合

精度更高，也比较可靠。因此，下面介绍Ｚｓｑｕａｒｅ

的方法和过程。

标准正交组［１３］ 若对犞 的子集犛 中的任意

两个不同元素狓和狔都有内积（狓，狔）＝０，则称犛为

正交组。如果一个正交组中的每一个元素的范数都

等于１，则称它为标准正交组。在一个狀维欧氏空间

中，任意一个包含狀个非零元素的正交组都是犞 的

基。任意有限维线性空间都有基，如果这个空间是欧

氏空间，那么总可以构造一组正交基。如果狓１，狓２，

…，狓犽 是有限维欧氏空间的基，则它们线性无关，可

以由ＧｒａｍＳｃｈｉｍｄｔ方法将它改造为包含非零元素

的正交组狔１，狔２，…，狔犽，它们就对应该欧氏空间的正

交基。此时狔１，狔２，…，狔犽的公式对狉＝１，２，…，犽－１

转化为

狔１ ＝狓１，　狔狉＋１ ＝狓狉＋１－∑
狉

犻＝１

（狓狉＋１，狔犻）
（狔犻，狔犻）

狔犻．（３）

由多项式构成的线性空间，令内积为 （狓，狔）＝

∫
１

－１

狓（狋）狔（狋）ｄ狋， 对 无 穷 序 列 狓１，狓２，狓３，… 应 用

ＧｒａｍＳｃｈｉｍｄｔ正交化后，将得到新的多项式序列

狔１，狔２，狔３，…。定义在方形域内的多项式组犳的内

积为

（犳犿，犳狀）＝∫
１

－１
∫
１

－１

犳犿（狓，狔）犳狀（狓，狔）ｄ狓ｄ狔． （４）

这样，对单位圆上连续区域内正交的Ｚｅｒｎｉｋｅ多项

式组，应用ＧｒａｍＳｃｈｉｍｄｔ正交化方法，得到方形区

域内的多项式组 Ｚｓｑｕａｒｅ多项式，该集合记为

｛犣Ｓ犻（狓，狔）｝，显然Ｚｓｑｕａｒｅ多项式的正交关系为

∫
１

－１
∫
１

－１

［犣Ｓ犻（狓，狔）］
犣Ｓ犼（狓，狔）ｄ狓ｄ狔＝

犆犼，犻＝犼

０，｛ ｅｌｓｅ

（５）

式中犆犼为常数，构成了积分得到的矩阵的对角线元

素。因Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式具有无穷多项，Ｚｓｑｕａｒｅ多

１１０８０１１２
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项式也可以由（３）式求出所需要的任意多的项数。

这样就可以直接用Ｚｓｑｕａｒｅ多项式对方形域内的

波前进行拟合分析；也可以通过Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式和

Ｚｓｑｕａｒｅ多项式的关系，计算出Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式系

数，实现方形域波前的Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式描述。这里

使用３７项。

３　Ｚｓｑｕａｒｅ多项式

利用（４）式求Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式在方形域内的内

积，得到前１３项的内积结果如表１所示，表中元素

关于对角线对称，只给出非零元素。由表１可以看

出该表的内积矩阵不是对角的，说明这些Ｚｅｒｎｉｋｅ

多项式组在正方域内并不正交。因此，先对Ｚｅｒｎｉｋｅ

多项式用ＧｒａｍＳｃｈｉｍｄｔ法进行正交化得到一组多

项式，这里称之为Ｚ′ｓｑｕａｒｅ多项式，其与Ｚｅｒｍｉｋｅ

多项式的前１４项对应关系如表２所示。从表２中

可以看出Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式和Ｚ′ｓｑｕａｒｅ多项式的第

１、２、３、５、６项完全一样，分别代表了平移、狓方向倾

斜、狔方向倾斜、与轴成４５°的像散、与轴成０°或９０°

的像散，７、８项表示彗差，与圆瞳上的Ｚｅｒｎｉｋｅ彗差

相比，倾斜量不一样。而其他项在形式或系数上有

不同，如第４、７、８、１１、１６、１７项等；Ｚ′ｓｑｕａｒｅ多项式

较Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式多了低阶因子，如第９、１０、１４

项等。

表１ 前１３项Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式在方形域内的内积

Ｔａｂｌｅ１ Ｉｎｎｅｒｐｒｏｄｕｃｔｓｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔ１３Ｚｅｒｎｉｋｅｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓｉｎａｓｑｕａｒｅ

犼
犻

１ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０ １１ １２ １３

１ ４
４

３

４４

１５

２
４

３

１６

１５
－
８

１５

３
４

３

１６

１５

８

１５

４
４

３

１４８

４５

５７２

１０５

５
１６

９

１６

１５

６
３２

４５

３２

１０５

７
１６

１５

９６

３５

１２８

１０５

８
１６

１５

９６

３５
－
１２８

１０５

９
８

１５

１２８

１０５

４８

３５

１０ －
８

１５
－
１２８

１０５

４８

３５

１１
４４

１５

５７２

１０５

８０８４

５２５

１２
３２

１０５

１３７６

１５７５

１３
１６

１５

５０７２

５２５

表２ Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式和Ｚ′ｓｑｕａｒｅ多项式

Ｔａｂｌｅ２ ＺｅｒｎｉｋｅｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓａｎｄＺ′ｓｑｕａｒｅｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓ

犻 Ｚｅｒｎｉｋｅ Ｚ′ｓｑｕａｒｅ

１ １ １

２ 狓 狓

３ 狔 狔

４ ２狓２＋２狔
２
－１ ２狓２＋２狔

２
－４／３
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续表２

犻 Ｚｅｒｎｉｋｅ Ｚ′ｓｑｕａｒｅ

５ ２狓狔 ２狓狔

６ 狓２－狔
２ 狓２－狔

２

７ ３狓２狔＋３狔
３
－２狔 ３狓２狔＋３狔

３
－１４狔／５

８ ３狓３＋３狓狔
２
－２狓 ３狓３＋３狓狔

２
－１４狓／５

９ ３狓２狔－狔
３ ５４狓２狔／３１－７０狔

３／３１＋２４狔／３１

１０ 狓３－３狓狔
２ ７０狓３／３１－５４狓狔

２／３１－２４狓／３１

１１ ６狓４＋１２狔
２狓２＋６狔

４
－６狓

２
－６狔

２
＋１ ６狓４＋１２狔

２狓２＋６狔
４
－６４狓

２／７－６４狔
２／７＋２４８／１０５

１２ ４狓４－３狓
２
－４狔

４
＋３狔

２ ４狓４－２４狓
２／７－４狔

４
＋２４狔

２／７

１３ ８狓３狔＋８狔
３狓－６狓狔 ８狓３狔＋８狔

３狓－４８狓狔／５

１４ 狓４－６狔
２狓２＋狔

４ １９６狓４／６７－１４４狔
２狓２／６７＋１９６狔

４／６７－１２０狓２／６７－１２０狔
２／６７＋８８／３３５

１５ ４狓３狔－４狔
３狓 ４狓３狔－４狔

３狓

１６ １０狓５＋２０狔
２狓３＋１０狔

４狓－１２狓
３
－１２狓狔

２
＋３狓 １０狓５＋２０狔

２狓３＋１０狔
４狓－１６０狓

３／９－１４４狓狔
２／７＋１５２狓／２１

１７ １０狔狓
４
＋２０狔

３狓２＋１０狔
５
－１２狓

２
狔－１２狔

３
＋３狔 １０狔狓

４
＋２０狔

３狓２＋１０狔
５
－１４４狓

２
狔／７－１６０狔

３／９＋１５２狔／２１

　　表２所得到的Ｚ′ｓｑｕａｒｅ只是一组方形域内的

正交基，不是标准正交的，但可用公式求出标准正交

的Ｚｓｑｕａｒｅ：

犣Ｓ狀 ＝
犣Ｓ′狀

狘狘犣Ｓ′狀狘狘
， （６）

式中犣犛′狀和犣犛狀分别是Ｚ′ｓｑｕａｒｅ多项式和Ｚｓｑｕａｒｅ

多项式的第狀项。

为建立Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式集合｛犣犻（狓，狔）｝和Ｚ

ｓｑｕａｒｅ多项式集合｛犣犛′犻（狓，狔）｝之间的关系，单位圆

域内的标准正交Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式和方形域内的Ｚ

ｓｑｕａｒｅ标准正交基之间，可由正交变换的性质找到

一个矩阵犆，由下式确定：

犣Ｓ＝犆·犣ｏｒ犣Ｓ犻 ＝∑
狀

犿＝１

犆犻犿犣犿． （７）

　　表３给出了前１３项多项式变换对应的矩阵犆。

用（７）式的对应关系和犆中的第犻行的值就可以求

出对应第犻项Ｚｓｑｕａｒｅ多项式关于前１３项Ｚｅｒｎｉｋｅ

多项式的线性组合，如选矩阵犆的第９行，可以由

犣犛９ ＝∑
１３

犿＝１

犆９犿犣犿 （８）

得到犣犛９＝－０．０３５５犣３－０．１６３２犣７＋０．３８９１犣９。

表３ 由｛犣１…犣１３｝变换到｛犣犛１…犣犛１３｝对应的矩阵犆

Ｔａｂｌｅ３ 犆ｃｏｎｔａｉｎｉｎｇｔｈｅｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｆｒｏｍ｛犣１…犣１３｝ｔｏ｛犣犛１…犣犛１３｝

０．５

０．４３３

０．４３３

－０．１９７６ ０．３４２３

０．３０６２

０．４８４１

－０．２９１ ０．２５７２

－０．２９１ ０．２５７２

－０．０３５５ －０．１６３２ ０．３８９１

０．０３５５ ０．１６３２ ０．３８９１

－０．０８４ －０．３６３７ ０．１７９３

－０．２０３ ０．３６６９

－０．３７２１ ０．１６０１

　　图１是两种多项式，从第二项开始的比较。由

于Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式允许把任何像差分解为一系列特

定的像差类型（Ｚｅｒｎｉｋｅ模式集合），每一种Ｚｅｒｎｉｋｅ

模式对应一种特定类型的像差，且Ｚｓｑｕａｒｅ多项式

与Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式之间有线性关系，如表３所示，而

从图１的对比中也可以看出，Ｚｓｑｕａｒｅ多项式也可以

分解为特定像差类型的组合（Ｚｓｑｕａｒｅ模式集合）。

４　采用Ｚｓｑｕａｒｅ多项式重构波像差

数据

设犠 （狓，狔）为一个单位圆内任意波前，用

Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式可以表示为

１１０８０１１４
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图１ Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式和ＺＳｑｕａｒｅ多项式的前１３项模式比较

Ｆｉｇ．１ Ｃｏｍｐａｒａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔ１３ＺｅｒｎｉｋｅｍｏｄｅａｎｄＺｓｑｕａｒｅｍｏｄｅ

图２ Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式与Ｚｓｑｕａｒｅ多项式重构波面

Ｆｉｇ．２ ＲｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｎｇｗａｖｅｆｒｏｎｔｗｉｔｈＺｅｒｎｉｋｅａｎｄＺｓｑｕａｒｅｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ

犠（狓，狔）＝∑
∞

犻＝１

犪犻犣犻（狓，狔），　犠 ＝犣·犃．（９）

而在实际的模式中，波前被分解为有限项多项式，即

犠（狓，狔）＝∑
犖

犻＝１

犪犻犣犻（狓，狔）． （１０）

通过获取对应子孔径上的相关波前数据，以及对应

的多项式的值，就可以获得多项式的系数，从而重构

出波前。其中多项式系数由最小二乘法求出

犃＝ （犣
Ｔ犣）－１犣Ｔ犠， （１１）

从多项式的表达式可以看出高阶项会含有一些低阶

项的因子，如Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式的第７项就包含第２

项的因子狔，高阶项的系数不可避免地会影响到低

阶项的系数，造成串扰，这种情况在有大的子孔径或

子孔径数量少时尤为严重。定义串扰级数［１４］来评

估串扰情况，串扰级数越小越好，它只和传感器几何

结构与拟合波前的多项式项数的选取有关，获得了

适当的Ｚｅｒｎｉｋｅ项的系数后就可以重构波前。

设一常见的波前像差函数犠（狓，狔）
［１５］，其表达

式为

犠（狓，狔）＝－７．１５（狓
２
＋狔

２）＋０．６８（狓
４
＋狔

４
＋

２狓２狔
２）＋８．２２狓

２
＋０．２（狓

４
＋狓

２
狔
２）＋

７．９４狓－４．６１（狓
３
＋狓狔

２）， （１２）

选取Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式和Ｚｓｑｕａｒｅ多项式的前１３项

对采样点为１２７ｐｉｘｅｌ×１２７ｐｉｘｅｌ的波前犠（狓，狔）进

行拟合，结果如图２所示。从图中可以看出 Ｚ

ｓｑｕａｒｅ的拟合后残差与 Ｚｅｒｎｉｋｅ拟合后残差的
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ＲＭＳ值数量级为１０－１４λ，可以忽略，两者在各自正

交的区域内拟合一致，图中也标明了峰谷值（ＰＶ）。

说明用Ｚｓｑｕａｒｅ多项式对方形区域内的波前函数

拟合是可行的。

波前犠（狓，狔）用Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式分解的结果为

犠（狓，狔）＝－１．２６犣１＋２．４３３３犣２－０．６５２４犣４＋

１．７０８５犣６－０．５４３３犣８＋

０．０５８１犣１１＋０．００７９犣１２， （１３）

波前犠（狓，狔）用Ｚｓｑｕａｒｅ多项式分解的结果为

犠（狓，狔）＝－３．０８２７犣犛１＋４．２犣犛２－１．５６１３犣犛４＋

３．５３８１犣犛６－２．１１２３犣犛８＋

０．３２４３犣犛１１＋０．０２１５犣犛１２， （１４）

由表３的Ｚｅｒｎｉｋｅ到Ｚｓｑｕａｒｅ的变换矩阵犆，可以

用线性变换将（１４）式表示为Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式的线性

组合，得到

犠（狓，狔）＝－１．２６犣１＋２．４３３３犣２－０．６５２４犣４＋

１．７０８５犣６－０．５４３３犣８＋

０．０５８１犣１１＋０．００７９犣１２， （１５）

（１５）式表明，变换矩阵犆是正确的，它有助于理解

波前相位数据。但波前犠（狓，狔）用Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式

分解的形式与用Ｚｓｑｕａｒｅ多项式分解的形式就不

相同。

５　采用Ｚｓｑｕａｒｅ多项式重构Ｚｅｍａｘ

的波前相位数据

采用Ｚｅｍａｘ物镜库中典型的“Ｃｏｏｋｅ４０ｄｅｇｒｅｅ

ｆｉｅｌｄ”镜头数据，用Ｚｓｑｕａｒｅ多项式进行波前重构。

具体采用波长为６３２．８ｎｍ，视场为１４°时的波前图的

数据，该波前图如图３所示。选取图３中１２８ｐｉｘｅｌ×

１２８ｐｉｘｅｌ采样点上的有效数据，即只在圆域内有数

据，所以对该矩阵数据进行相应处理后，再分别用

３７项Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式和Ｚｓｑｕａｒｅ多项式对该矩阵

进行波前重构，结果如图４所示。

图３ Ｚｅｍａｘ中Ｃｏｏｋｅ物镜波前图

Ｆｉｇ．３ ＣｏｏｋｅｏｂｊｅｃｔｉｖｅｗａｖｅｆｒｏｎｔｍａｐｉｎＺｅｍａｘ

图４ 分别用Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式和Ｚｓｑｕａｒｅ多项式重构Ｃｏｏｋ物镜波前图

Ｆｉｇ．４ ＲｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｔｈｅＣｏｏｋｏｂｊｅｃｔｉｖｅｗａｖｅｆｒｏｎｔｍａｐｗｉｔｈＺｅｒｎｉｋｅａｎｄＺｓｑｕａｒｅｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ

　　从图４中可以看出用Ｚｅｒｎｉｋｅ重构图和用Ｚ

ｓｑｕａｒｅ重构图，它们的ＰＶ值和ＲＭＳ值一样，且与

原始波前图的残差的ＲＭＳ值达到了１０－５λ量级，它

们的重构效果很好。

６　 采 用 Ｚｓｑｕａｒｅ 多 项 式 重 构

ＨａｒｔｍａｎｎＳｈａｃｋ的波前相位数据

ＨａｒｔｍａｎｎＳｈａｃｋ（ＨＳ）波前传感器常用区域法

进行波前重构，但不利于波前数据的分析，因此对

ＨＳ波前传感的相位数据用Ｚｓｑｕａｒｅ多项式进行

波前分析。ＨＳ测量的是各子孔径狓，狔方向的波

前相位斜率，由子波前斜率就可以重构出入射波前

相位。实验室已建立了 ＨＳ波前传感器波前重建

分析系统，ＨＳ传感器的子孔径数目为２５×２５。软

件中具有微透镜光斑阵列预处理的程序以及波前重

构程序。利用软件系统中的Ｓｏｕｔｈｗｅｌｌ
［１６］模型区域
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算法构建波前得到相位分布值，在圆域和方域内分

别用３７项Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式和Ｚｓｑｕａｒｅ多项式拟合

该波前相位数据，重构出波前，分别求出该重构波前

的残差，结果如图５所示。可以看到虽然两者的拟

合重构系数不同，但拟合波前残差的ＲＭＳ值数量

级相同，用Ｚｓｑｕａｒｅ多项式拟合可以与Ｚｅｒｎｉｋｅ多

项式有相同的精度（由于得到的被拟合相位本身就

有各种误差，这里拟合精度仅 ０．１λ）。并通过

Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式与Ｚｓｑｕａｒｅ多项式的转换矩阵犆，求

出由Ｚｓｑｕａｒｅ重构方形域内波前再经线性变换得

到的Ｚｅｒｎｉｋｅ模式系数，然后计算该系数与用圆域

Ｚｅｒｎｉｋｅ模式重构波前得到的系数之差，如图６所

示。其差别在１０－１４量级，该结果说明它们间的系数

几乎相同，也说明可用Ｚｓｑｕａｒｅ多项式分解 ＨＳ得

到的波前相位数据，而且采用３７阶Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式

对该实验结构的方形区域内数据拟合时，串扰情况

可以忽略。

图５ Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式与Ｚｓｑｕａｒｅ多项式重构 ＨＳ波前

Ｆｉｇ．５ ＲｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄＨＳｗａｖｅｆｒｏｎｔｄａｔａＺｅｒｎｉｋｅａｎｄＺｓｑｕａｒｅｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ

图６ 圆域Ｚｅｒｎｉｋｅ模式与方域Ｚｅｒｎｉｋｅ模式的系数比较

Ｆｉｇ．６ ＣｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｃｏｍｐａｒａｓｉｏｎｏｆｔｈｅｃｉｒｃｌａｒＺｅｒｎｉｋｅｍｏｄｅａｎｄｔｈｅｓｑｕａｒｅＺｅｒｎｉｋｅｍｏｄｅ

７　结　　论

提供了一种方形区域上归一化Ｚｅｒｎｉｋｅ正交基

的生成方法。它采用线性无关组ＧｒａｍＳｃｈｉｍｄｔ正

交组构造方法，对标准Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式进行正交处

理，得到了一组新的正交多项式 Ｚｓｑｕａｒｅ多项

式。对比了Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式和Ｚｓｑｕａｒｅ多项式在表

达式、波前图形表示的异同，获得了它们之间的转换

关系。并通过它们在重构波前时的结果残差比较，

证明了Ｚｓｑｕａｒｅ多项式用于重构方形区域内波前

的正确性。研究表明，不仅可由Ｚｓｑｕａｒｅ模式的集
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合直接对波前进行分解，也可将Ｚｓｑｕａｒｅ多项式表

示成标准的Ｚｅｒｎｉｋｅ模式的线性组合，使被分解的

波前模式与波像差之间有明确的对应关系。
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