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摘要　高质量相位解包裹是相位轮廓术的重要问题。分析了亮度噪声对相位主值的影响，将相位解包裹问题转化

为同余问题，基于健壮中国剩余定理推导出频率选择的上限准则，利用该准则指导多频相位展开算法中参数的设

置，并利用健壮中国剩余定理的封闭解确定对应性。实验结果表明，健壮中国剩余定理与传统中国剩余定理相比

具有强抗干扰特性，在满足频率上限准则时可实现接近１００％正确率的解包裹；反之，相位展开效果则会恶化。
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１　引　　言

相位轮廓术（ＰＭＰ）是一种基于主动立体视觉

的光学三维测量方法，具有非接触、高速度、高精度、

大数据量、大工作距离、材料适用范围广等特点，在

工业检测、文物数字化、人体测量等领域得到了广泛

的应用［１，２］。ＰＭＰ的原理是通过有一定相位差的多

幅光栅条纹图像计算图像中每个像素的相位主

值［３，４］。相位主值位于一个周期内，也称为包裹相

１１０８００９１
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位，在整个测量空间呈锯齿状分布，必须对其进行相

位展开获得空间点的绝对相位值，才能根据系统标

定信息计算观察点的深度信息。因此，相位解包裹

技术作为相位测量领域的一个重要问题受到国内外

学者的关注［５，６］。目前，相位解包裹技术主要有空

间解包裹技术和多频解包裹技术。

空间解包裹采用一幅包裹相位图，通过分析空

间相邻元素之间的相位值，根据相位连续性适当调

整相对相位值，恢复出连续的绝对相位分布。典型

代表为路径相关算法和最小范数法。Ｇｈｉｇｌｉａ等
［６］

的对比结论表明：没有一种空间相位展开算法能够

对所有情况的相位进行展开。事实上，除非在理想

情况下（被测轮廓简单、信噪比足够高），由一幅包裹

相位图可实现相位展开是可不能完全可靠的［７］。

多频包裹方法在时间一致性假设下针对同一空

间位置上不同时刻下的包裹相位确定绝对相位值。

典型代表有小数重合法、时间解包裹法、外差法和基

于中国余数定理的方法。小数重合法［８］假设某一频

率下的条纹级数已经确定，然后根据多频包裹相位

的剩余小数确定每个频率的条纹级数，通过遍历搜

索，选择条纹级数最接近整数的结果。小数重合法

错误率低，然而计算成本巨大，不利于实时计算。时

间解包裹法［９，１０］利用等差或等比频率序列的包裹相

位，根据序列特性确定绝对相位。等比频率序列比

等差频率序列投射条纹数量少，测量速度快，然而频

率比值的选择必须综合考虑相位误差的影响。外差

法［１１，１２］基于三角函数的积化和差准则，两个频率的

信号相乘可产生两个新频率三角函数信号，一个等

于原有两个频率之和，另一个是原有两频率之差。

通过差频使整个测量范围处于低频信号的一个周期

内，从而确定绝对相位。外差法计算简单直接，然而

解包裹范围有限，需对频率选择进行优化。中国余

数定理阐明同余的存在和计算方法，可实现最大化

解包裹范围，计算效率高。因而，基于中国余数定理

的解包裹方法受到众多学者的关注［１３～１８］。

Ｇｕｓｈｏｖ等
［１３］首次将中国余数定理引入相位轮

廓术，设计具有两两互质特性的多个频率，直接确定

绝对相位。该方法对相位误差非常敏感，折叠整数

容易计算错误，致使绝对相位出现大偏差。Ｔａｋｅｄａ

等［１４］针对在ＧｅｒｏｈｂｅｒｙＳａｘｔｏｎ算法的弊端，提出自

适应高度偏移结合误差校正查找表法纠正大误差。

Ｚｈｏｎｇ等
［１５］使用比例为无理数的两个频率在设定

范围内计算所有折叠整数的同余结果，并保存误差

值，根据阈值选择合适的折叠整数作为最佳结果。

Ｔｏｗｅｒｓ等
［１６］假设相位误差存在上、下限，利用中国

余数定理的计算公式，对多个频率下的绝对相位误

差进行遍历搜索，根据测量范围约束确定最优结果。

Ｘｉａ等
［１７］提出了使用余数差值代替余数的健壮中国

余数定理，在余数误差上限小于１／４模数的公约数

情况下，折叠整数可无误差求解。该定理表明，提高

公约数可大大降低解包裹的错误率，然而计算方法

需要进行二维搜索。上述方法主要采用搜索机制提

高中国余数定理的抗干扰能力，尽管解包裹正确率

得以提高，但是增大了计算成本。这些方法的计算量

随着频率选择个数增多呈幂函数增长。Ｗａｎｇ等
［１８］

在健壮中国剩余定理的基础上提出了一种封闭求解

方法，并且将该定理从整数形式推广到实数形式。

健壮中国定理假设余数的误差是同分布的，并

使用统一的误差上限指标指明折叠整数无误差解的

存在。然而，相位轮廓术的余数的标准差分布并不

相同，且不存在严格的上限准则。本文分析了亮度

误差与相移法估计相位标准差的关系，并建立了基

于健壮中国定理的相位解包裹模型，推导出了频率

选择准则，并应用于相位轮廓术进行三维测量。

２　原理和方法

２．１　亮度噪声对包裹相位的影响

目前，相移技术已成为包裹相位获取的重要方

法，其中最为常用的是均匀相位步长算法。投射的

第狀幅亮度图像可表示为

犐ｐ狀（狔）＝犃ｐ＋犅ｐｃｏｓ２π犳狔
ｐ
－
２π狀（ ）犖

， （１）

式中犳为余弦周期函数的频率，犃ｐ 和犅ｐ 为预先设

定好的常数，狔ｐ 为投影机任意像素的纵坐标值，犐ｐ狀

为此像素对应的投射亮度值。

当不考虑Ｇａｍｍａ效应时，在投影机和摄像机

的亮度传递函数为理想线性的情况下，摄像机图像

对应像素上获得的亮度值可表示为

犐ｃ狀（狓
ｃ，狔

ｃ）＝犃
ｃ
＋犅

ｃｃｏｓ－
２π狀（ ）犖

＋Δ犐（狓
ｃ，狔

ｃ），

（２）

式中犃ｃ为该摄像机图像像素多幅余弦采样图像的

平均亮度，犅ｃ则为此余弦函数的调制幅值，相位值

为２π的模数，即＝２π犳狔ｐ（ｍｏｄ２π），Δ犐（狓
ｃ，狔

ｃ）为

随机噪声。亮度噪声来源于光源波动和摄像机的电

子噪声，与相位和像素位置无关，符合零均值正态分

布犖（０，σ犐）
［１９］。根据犖 步相移图像，利用最小二乘

法可同时确定三个未知数，即

１１０８００９２
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根据不确定性传播原理，包裹相位的误差与亮度误

差的关系可表示为

σ
２
 ＝∑

犖－１

狀＝０



犐
ｃ（ ）
狀

２

σ
２［ ］犐 ， （４）

由（３）式，包裹相位对狀步相移亮度求偏导，可得



犐
ｃ
狀

＝－
２

犖犅ｃ
ｓｉｎ－

２π狀（ ）犖
， （５）

（５）式代入（４）式可得

σ ＝
２

槡犖
σ犐
犅ｃ
． （６）

２．２　基于健壮中国剩余定理的选频准则

根据犔个频率０＜犳１＜犳２＜ … ＜犳犔 条纹的

包裹相位１，２，…，犔，展开相位的问题可表述为

２π犳犻狔
ｐ
＝２犽犻π＋犻，　０≤犻≤犔， （７）

式中犽犻为对应频率犳犻的未知整数，称为折叠整数，

２π犳犻狔
ｐ为绝对相位。（７）式两边同除以２π犳犻，可转

化为

狔
ｐ
＝犽犻λ犻＋狉犻，

λ犻 ＝
１

犳犻
，　狉犻＝

犻
２π犳犻

，　０≤犻≤
烅

烄

烆
犔

（８）

式中λ犻为对应频率余弦波的波长，狉犻 为狔ｐ 对λ犻 的

模，也称为余数。由（８）式可知，对于同一整数狔ｐ 在

不同除数λ犻下，余数狉犻已知，折叠整数犽犻未知，求解

整数狔
ｐ，其本质为数论中的同余问题。如果λ犻 两两

互质，根据中国剩余定理，则狔ｐ可表示为

狔
ｐ
＝∑

犔

犻＝１

珚犉犻犉犻狉犻　（ｍｏｄλ）， （９）

式中λ＝∏
犔

犻＝１

λ犻，犉犻＝
λ
λ犻

，珚犉犻犉犻≡１（ｍｏｄλ犻）。然而中

国剩余定理对噪声非常敏感，Ｘｉａ等
［１７］将其推广到

健壮中国剩余定理：设λ犻 ＝ 犕Γ犻，犕 为已知的正实

数，Γ犻两两互质，０≤狔
ｐ
＜犕Γ１Γ２…Γ犔，只要余数噪

声的上限小于 犕／４，折叠整数犽犻 真值可无差错估

计。这一结论的充分条件可表示为

ｍａｘ（Δ狉犻 ）＜
犕
４
． （１０）

　　根据方差传递原理，由（６）式和（８）式可确定余

数狉犻的标准差

σ狉犻 ＝
１

２π犳犻

２

槡犖
σ犐
犅ｃ
． （１１）

根据三倍标准差原理，在置信概率９９．７３％下无差

错解包裹的准则为

ｍａｘ（３σ狉犻）＜
犕
４
． （１２）

根据（１１）式和０＜犳１＜犳２＜…＜犳犔，（１２）式可化

简为

１

犳１犕
＜
π
６

犖

槡２
犅ｃ

σ犐
． （１３）

根据（８）式和λ犻＝犕Γ犻，（１３）式可进一步简化为

ｍａｘ（Γ犻）＜
π
６

犖

槡２
犅ｃ

σ犐
． （１４）

（１４）式表明最大波长与公约数犕 的比值必须满足

上限准则，才能在置信概率９９．７３％ 下无差错解包

裹。这一上限与相移个数犖、条纹的波动幅值犅ｃ和

亮度噪声的标准差σ犐 有关。后两者比值犅
ｃ／σ犐 表示

了获取条纹的信噪比。

从另一个角度分析，（１４）式与公约数 犕 无关。

因此，在满足（１４）式时，对于两两互质的情况下，健

壮中国剩余定理也可实现置信概率９９．７３％下无差

错解包裹。这就要求对于普通投影机像素（长度为

１０２４ｐｉｘｅｌ）范围内唯一，必须增大频率数量犔，增大

相移数量犖，增大条纹调制幅值犅ｃ。这使得拍摄图

像数量增大，测量效率低下。与之相对的，公约数

犕 远远大于１时，健壮中国剩余定理利用公约数犕

扩展了范围，能够满足测量范围内解包裹的唯一性，

从而大大减少了拍摄图像的数量。

２．３　相位解包裹算法

根据频率上限确定准则，可建立高置信概率的

相位解包裹算法。算法主要包括以下步骤：

１）估计亮度误差。投影机投射均匀亮度图像

于白色标准板上，在恒定环境光照下多次反复获取

亮度图像，然后计算摄像机每一像素的方差，选择最

大标准差作为亮度误差的实际值。

２）根据频率上限准则（１４）式和解包裹范围大

小确定频率值、相移步数、拍摄条纹最小调制幅值。

３）根据健壮中国剩余定理的封闭解
［１８］计算对

应性，实现解包裹。

３　实验和分析

构建了一套由投影机和摄像机组成的结构光测
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量系统。如图１（ａ）所示摄像机采用 ＯＰＡＬ１０００ｃ，

分辨率为１０２４ｐｉｘｅｌ×１０２４ｐｉｘｅｌ，投影机采用联想

Ｔ１６５，分辨率为１０２４ｐｉｘｅｌ×７６８ｐｉｘｅｌ。实际的结

构光测量系统中存在 Ｇａｍｍａ畸变，必须进行

Ｇａｍｍａ标定和矫正
［２０］，使投影机和摄像机亮度传

递由幂函数转变为线性函数。所有实验在已参数标

定和Ｇａｍｍａ校正的系统上进行。

图１ 实验装置图和测量对象。（ａ）结构光测量

系统；（ｂ）女孩；（ｃ）双手

Ｆｉｇ．１ Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｓｅｔｕｐａｎｄｍｅａｓｕｒｉｎｇｏｂｊｅｃｔｓ．（ａ）

Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄｌｉｇｈｔｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｓｙｓｔｅｍ；（ｂ）ｇｉｒｌ；

　　　　　　　（ｃ）ｈａｎｄｓ

投影机将像素值为１５５的等亮度图像投射到白

色标准板上，摄像机拍摄５００次，然后对每个像素计

算亮度标准差。整幅图像各个像素的亮度标准差并

不一致（如图２所示）。其中均值为１．０４０８，最大值

为１．４５０６。由于亮度噪声影响频率选择的上限值，

因此取亮度标准差最大值计算最安全频率上限值。

图２ 全幅面亮度噪声标准差累积分布图

Ｆｉｇ．２ Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｉｎｔｅｎｓｉｔｙｓｔａｎｄａｒｄｄｅｖｉａｔｉｏｎ

ｉｎｔｈｅｗｈｏｌｅｉｍａｇｅ

理论上，根据摄像机的亮度范围，拍摄条纹的最

大调制幅值为１２７。因此，选择相移步数犖＝３，按

照（１４）式可得ｍａｘ（Γ犻）＜５６．１４３６。实际上，由于物

体的反射率差异，不能保证拍摄对象在同一幅图像

上达到最大调制幅值。因此，在满足投影机横坐标

像素（１０２４ｐｉｘｅｌ）范围内投影机横坐标唯一的前提

下，最大化结构光测量系统对测量对象反射率的覆

盖范围。最终多频条纹图像的选择参数如下：Γ１＝

３，Γ２＝４，Γ３＝５，犕＝２０。根据（１４）式可得调制幅值

的阈值犅ｃｍｉｎ＝１１．３，对于三步相移计算出的包裹相

位进行阈值过滤。该包裹相位作为输入，使用健壮

中国剩余定理的封闭解计算对应性。

为便于定量分析，使用时空分析法获得的对应

性作为基准，评价解包裹结果的正确性。对应性基

准建立的详细过程及算法请见参考文献［２１］。根据

健壮中国剩余定理，折叠整数获得真值则解包裹正

确，且对应性估计值狔ｐ的误差上限为犕＝２０。因此

以此为阈值评价对应性结果。为了验证选频规则的

必要性，使用另一超过上限准则的多频Γ１＝５３，

Γ２＝５９，Γ３＝６７，犕＝１进行比较，两方法都使用健

壮中国剩余定理的封闭解计算对应性，正确率如

图３所示。符合频率上限准则的方法正确率几乎为

１００％，而不满足上限准则的正确率不足８０％。为

了验证健壮中国剩余定理相对传统中国剩余定理的

优越性，使用中国剩余定理对频率（１／５３，１／５９，

１／６７）的包裹相位确定对应性，其正确率如图３黑色

（彩图请见网络电子版）柱状图所示。由图３可知，

其正确率非常低，对于两种物体均低于１％。该实

验结果表明，对于同样频率组的包裹相位，健壮中国

剩余定理的正确率远远大于传统中国剩余定理，健

壮中国剩余定理在抵抗噪声影响上性能更优。

图３ 三种方法的正确率结果

Ｆｉｇ．３ Ａｃｃｕｒａｃｙｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｒｅｅｍｅｔｈｏｄｓ

对于前两种方法确定的对应性，根据系统参数

计算点云，正确的对应性产生正确点云；反之，则为

噪声点。图４所示为曲面和噪声点结果。由图４可

知，符合频率上限准则的，噪声点极为稀少，且噪声

点与曲面的距离较近；反之，使用频率１／５３，１／５９，

１／６７的结果，点云噪声数量巨大，且具有阵列复制
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张　旭等：　基于健壮中国剩余定理的频率选择准则及其在相位解包裹中的应用

现象（见放大图）。这是因为当不满足健壮中国定理

的充分条件时，折叠整数犽１ 的估计值与真值存在偏

差，则产生的对应性产生整数倍波长λ１ 的移动。对

应性经三角计算后产生的点云产生了偏移效果。

图４ 基于健壮中国剩余定理的多频相位解包裹曲面（青色）噪声（白色点）结果。（ａ）使用频率１／６０，１／８０，１／１００，

符合选频上限准则；（ｂ）使用频率１／５３，１／５９，１／６７，不符合频率上限准则

Ｆｉｇ．４ Ｓｕｒｆａｃｅ（ｃｙａｎ）ａｎｄｎｏｉｓｅｐｏｉｎｔ（ｗｈｉｔｅ）ｒｅｓｕｌｔｓｂａｓｅｄｏｎｒｏｂｕｓｔＣｈｉｎｅｓｅｒｅｍａｉｎｄｅｒｔｈｅｏｒｅｍ．（ａ）Ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓａｒｅ１／

６０，１／８０，１／１００，ｗｈｉｃｈａｒｅｉｎａｃｃｏｒｄａｎｃｅｗｉｔｈｆｒｅｑｕｅｎｃｙｓｅｌｅｃｔｉｏｎｒｕｌｅ；（ｂ）ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓａｒｅ１／５３，１／５９，１／６７，ｗｈｉｃｈ

　　　　　　　　　　　　　ａｒｅｎｏｔｉｎａｃｃｒｏｄａｎｃｅｗｉｔｈｆｒｅｑｕｅｎｃｙｓｅｌｅｃｔｉｏｎｒｕｌｅ

４　结　　论

中国剩余定理凭借其计算效率高的优势在相位

解包裹中占有重要地位，却对噪声极其敏感。众多

改进算法采用了搜索机制来提高解包裹正确率，然

而大大增加了计算成本，特别是随着频率数量的增

多，计算量成指数增长。健壮中国定理及其封闭解

的提出部分解决了上述问题，并被成功应用于通信

领域。健壮中国定理假设余数的误差是同分布的，

并使用统一的误差上限指标指明折叠整数无误差解

的存在。然而，相位轮廓术的余数的标准差分布并

不相同，且不存在严格的上限准则。将相位轮廓术

中的相位解包裹转换为了同余问题，基于健壮中国

剩余定理的充分条件，在分析亮度噪声对相位影响

的基础上，推导出了频率选择准则，并应用于多频相

位展开，实现了三维面形测量。频率上限准则的意

义在于指导多频相移中参数的设置，并且从理论上

表明在何种参数设置下可实现高置信概率的解包

裹。实验结果证明了健壮中国剩余定理的优越性和

频率上限准则的有效性。
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