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基于随机微分的相位噪声统计特性

贺静波　胡生亮　罗亚松　刘　忠
（海军工程大学电子工程学院，湖北 武汉４３００３３）

摘要　根据随机微分与噪声信号处理的内在联系，对相位噪声信号进行了系统的分析。建立了相位噪声通过滤波

器后所满足的福克尔 普朗克方程，利用群移傅里叶变换（ＭＧＦＴ）给出了方程的解，得到了相位噪声幅度和相位的

联合概率密度函数。
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１　引　　言

国外对于相位噪声的研究资料较多［１～１０］，分别

从不同的应用角度提出了很多工程模型。而国内对

于相位噪声随时间变化的统计特性研究资料较

少［１１～１４］，只包括分析相位噪声幅度、相位联合概率

密度函数含时解等问题。分析振荡器中相位噪声影

响的文献较多，原因在于与振荡器相位噪声相对应

的是振幅噪声，但由于大多数电子设备对信号的相

位非常敏感，而振幅噪声，由于振荡器的自限幅效应

而大为减小，使得相位噪声相对于振幅噪声要大得

多。带有相位噪声的信号无论是作为发射激励信

号，还是接收机的本振信号，在解调过程中都会和信

号一样出现在接收端，从而引起信噪比下降，误码率

增加，因此对振荡器的相位噪声进行研究具有重要

意义。本文利用随机微分方法对相位噪声的统计特

性进行了详细研究。

２　群移傅里叶变换简介

欧几里得运动群［１５］犛Ｅ（犖）是具有特殊正交群

犛Ｏ（犖）的犚
犖，定义为犵＝ （犪，犃）∈犛Ｅ（犖），式中

犃∈犛Ｏ（犖），犪∈犚
犖。对于任意犵＝（犪，犃）和犺＝（狉，

犚）群规则定义为犵犺＝ （犪＋犃狉，犃犚）和犵
－１
＝

１０１７００２１
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（－犃
Ｔ犪，犃Ｔ），式中表示群论运算符，为了方便表达

通常记为犵＝
犃 犪

０Ｔ（ ）１ 。比如犛Ｅ（２）中的每一个元素
在极坐标下可以记为

犵（狉，θ，）＝

ｃｏｓ －ｓｉｎ 狉ｃｏｓθ

ｓｉｎ 　ｃｏｓ 狉ｓｉｎθ

烄

烆

烌

烎０ ０ １

， （１）

式中０≤，θ≤２π和０≤狉≤ ∞，ｄ［犵（狉，θ，）］＝

狉

４π
２ｄ狉ｄθｄ。

运动函数［１６］
犳（犵）定义为

珦犡犚犻犳 ＝
ｄ

ｄ狋
犳［犵ｅｘｐ（狋珟犡犻）］狘狋＝０，

珦犡犔犻犳 ＝
ｄ

ｄ狋
犳［ｅｘｐ（－狋珟犡犻）犵］狘狋＝０． （２）

对于犛Ｅ（２）有

珟犡１ ＝

０ －１ ０

１ 　０ ０

０ 　

烄

烆

烌

烎０ ０

，珟犡２ ＝

０ ０ １

０ ０ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０

，

珟犡３ ＝

０ ０ ０

０ ０ １

烄

烆

烌

烎０ ０ ０

． （３）

一般在极坐标情况下微分算子珦犡犚犻 可表示为

珦犡犚１ ＝



，

珦犡犚２ ＝ｃｏｓ（－θ）


狉
＋
ｓｉｎ（－θ）

狉


θ
，

珦犡犚３ ＝－ｓｉｎ（－θ）


狉
＋
ｃｏｓ（－θ）

狉


θ
，

珦犡犔１ ＝－



－


θ
，

珦犡犔２ ＝－ｃｏｓθ


狉
＋
ｓｉｎθ
狉



θ
，

珦犡犔３ ＝－ｓｉｎθ


狉
－
ｃｏｓθ
狉



θ
． （４）

在笛卡尔坐标系下，则表示为

珦犡犚１ ＝



，

珦犡犚２ ＝ｃｏｓ


狓
＋ｓｉｎ



狔
，

珦犡犚３ ＝－ｓｉｎ


狓
＋ｃｏｓ



狔
，

珦犡犔１ ＝－



＋狔



狓
－狓



狔
，

珦犡犔２ ＝－


狓
，

珦犡犔３ ＝－


狔
． （５）

　　运动函数犳（犵）的傅里叶变换定义为犉（犳）＝

犳^（狆）＝∫
犌

犳（犵）犝（犵
－１，狆）ｄ犵，相应的逆傅里叶变换

（ＩＦＴ）犳（犵）＝犉
－１（犳）＝∫^

犌

犳ｔｒａｃｅ［^犳（狆）犝（犵，狆）］ｄ狏（狆），

犳ｔｒａｃｅ表示求特征值。对于犛Ｅ（２）有

狌犿狀［犵（狉，θ，），狆］＝

　　　ｊ
狀－犿ｅｘｐ｛－ｊ［狀＋（犿－狀）θ］｝Ｊ狀－犿（狆狉）， （６）

式中Ｊ犽（狓）是犽阶贝塞尔函数，则ＩＦＴ可以记为

犳（犵）＝ ∑
犿，狀∈犣∫

∞

０

犳^犿狀狌狀犿（犵，狆）狆ｄ狆． （７）

根据群移傅里叶变换（ＭＧＦＴ）和微分算子珦犡犚犻，珦犡
犔
犻

可知，

犉［珦犡犚犻犳］＝η（犡犻，狆）^犳（狆），

犉［珦犡犔犻犳］＝－犳^（狆）η（犡犻，狆）， （８）

式中η（犡犻，狆）＝
ｄ

ｄ狋
｛犝［ｅｘｐ（狋犡犻），狆］｝狘狋＝０。对于

犛犈（２），狌犿狀［ｅｘｐ（狋珟犡１），狆］＝ｅｘｐ（－ｊ狀狋）δ犿，狀，因此

η犿狀（珟犡１，狆）＝－ｊ狀δ犿，狀， （９）

狌犿狀［ｅｘｐ（狋珟犡２），狆］＝ ｊ
狀－犿Ｊ狀－犿（狆狋）且

ｄ

ｄ狓
Ｊ犿（狓）＝

１

２
［Ｊ犿－１（狓）－Ｊ犿＋１（狓）］，则

η犿狀（珟犡２，狆）＝
ｊ狆
２
（δ犿，狀＋１＋δ犿，狀－１）， （１０）

狌犿狀［ｅｘｐ（狋珟犡３），狆］＝ （－１）
狀－犿Ｊ狀－犿（狆狋），因此

η犿狀（珟犡３，狆）＝
狆
２
（δ犿，狀＋１－δ犿，狀－１）． （１１）

３　相位噪声对滤波器的影响

设 相 位 噪 声 狊（狋） ＝ 犝犼ｅｘｐ｛ｊ［２π犳犼狋 ＋

２π犓犉犕∫
狋

０

狌（狊）ｄ狊］｝＝犝犼ｅｘｐ［ｊ（狋）］，滤波器的冲激响

应函数为犺（狋），则输出信号为

狕（狋）＝犺（狋）狊（狋）＝

∫
狋

０

犺（τ）犝犼ｅｘｐ｛ｊ［（狋）－（τ）］｝ｄτ，（１２）

令Δ狋 ＝（狋＋Δ狋）－（狋），则

狕（狋＋Δ狋）＝∫
狋＋Δ狋

０

犺（τ）犝犼ｅｘｐ｛ｊ［（狋＋Δ狋）－

　（τ）］｝ｄτ＝∫
狋

０

犺（τ）犝犼ｅｘｐ｛ｊ［（狋）－（τ）］｝×

　ｅｘｐ（ｊΔ狋）ｄτ＋∫
狋＋Δ狋

狋

犺（τ）犝犼ｅｘｐ｛ｊ［（狋＋Δ狋）－

１０１７００２２
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　（τ）］｝ｄτ＝ｅｘｐ（ｊΔ狋）∫
狋

０

犺（τ）犝犼ｅｘｐ｛ｊ［（狋）－

　（τ）］｝ｄτ＋∫
狋＋Δ狋

狋

犺（τ）犝犼ｅｘｐ｛ｊ［（狋＋Δ狋）－

　（τ）］｝ｄτ＝狕（狋）ｅｘｐ（ｊΔ狋）＋∫
狋＋Δ狋

狋

犺（τ）犝犼×

　ｅｘｐ｛ｊ［（狋＋Δ狋）－（τ）］｝ｄτ． （１３）

当狋≤τ≤狋＋Δ狋时，（狋＋Δ狋）－（τ）～Ｎ［２π犳犼（狋＋

Δ狋－τ），４π
２犓２ＦＭσ

２
狀（狋＋Δ狋－τ）］（服从正态分布），因此

（狋＋Δ狋）－（τ）＝狅（２π犳犼Δ狋＋２π犓ＦＭσ狀 Δ槡狋），狅（·）

表示高阶小量。对于（１３）式中，有

∫
狋＋Δ狋

狋

犺（τ）犝犼ｅｘｐ｛ｊ［（狋＋Δ狋）－（τ）］｝ｄτ＝

　∫
狋＋Δ狋

狋

犺（τ）犝犼ｅｘｐ［ｊ狅（２π犳犼Δ狋＋２π犓ＦＭσ狀 Δ槡狋）］ｄτ＝

　犝犼犺（狋）ｅｘｐ［ｊ狅（２π犳犼Δ狋＋２π犓ＦＭσ狀 Δ槡狋）］Δ狋＝

　犝犼犺（狋）［１＋ｊ狅（２π犳犼Δ狋＋２π犓ＦＭσ狀 Δ槡狋）］Δ狋＝

　犝犼犺（狋）［Δ狋＋狅（Δ狋）］． （１４）

将（１４）式代入（１３）式得到

狕（狋＋Δ狋）＝狕（狋）ｅｘｐ（ｊΔ狋）＋犝犼犺（狋）［Δ狋＋狅（Δ狋）］，

（１５）

因此

狕（狋）＝犝犼犺（狋）＋狕（狋）ｌｉｍ
Δ狋→０

ｅｘｐ（ｊΔ狋）－１

Δ狋
．（１６）

则

ｄ狕（狋）＝犝犼犺（狋）ｄ狋＋ｊ狕（狋）［２π犳犼ｄ狋＋

２π犓ＦＭσ狀ｄ犠（狋）］＝ ［犝犼犺（狋）＋

ｊ２π犳犼狕（狋）］ｄ狋＋ｊ２π犓ＦＭσ狀狕（狋）ｄ犠（狋）．　（１７）

式中 ｄ犠（狋）为单位能量的白噪声。令狕（狋）＝

狉（狋）ｅｘｐ［ｊθ（狋）］，将（１７）式转化成极坐标形式为

ｄ狉（狋）ｅｘｐ［ｊθ（狋）］＝

　　　｛犝犼犺（狋）＋ｊ２π犳犼狉（狋）ｅｘｐ［ｊθ（狋）］｝ｄ狋＋

　　　ｊ２π犓ＦＭσ狀狉（狋）ｅｘｐ［ｊθ（狋）］ｄ犠（狋）． （１８）

（１８）式左端：

ｅｘｐ［ｊθ（狋）］ｄ狉（狋）＋ｊ狉（狋）ｅｘｐ［ｊθ（狋）］ｄθ（狋）＝

　　　［ｃｏｓθ（狋）ｄ狉（狋）－狉（狋）ｓｉｎθ（狋）ｄθ（狋）］＋

　　　ｊ［ｓｉｎθ（狋）ｄ狉（狋）＋狉（狋）ｃｏｓθ（狋）ｄθ（狋）］．　（１９）

右端：

｛犝犼犺（狋）＋ｊ２π犳犼狉（狋）ｅｘｐ［ｊθ（狋）］｝ｄ狋＋

　　　ｊ２π犓ＦＭσ狀狉（狋）ｅｘｐ［ｊθ（狋）］ｄ犠（狋）＝

　　　［犝犼犺（狋）ｄ狋－２π犳犼狉（狋）ｓｉｎθ（狋）ｄ狋－

　　　２π犓ＦＭσ狀狉（狋）ｓｉｎθ（狋）ｄ犠（狋）］＋

　　　ｊ［２π犳犼狉（狋）ｃｏｓθ（狋）ｄ狋＋

　　　２π犓ＦＭσ狀狉（狋）ｃｏｓθ（狋）ｄ犠（狋）］． （２０）

联立（１８）～（２０）式解得

ｄ狉（狋）

ｄθ（狋
［ ］）＝

犝犼犺（狋）ｃｏｓθ（狋）

２π犳犼－
犝犼犺（狋）ｓｉｎθ（狋）

狉（狋

熿

燀

燄

燅）

ｄ狋＋

０

２π犓ＦＭσ
［ ］

狀

ｄ犠（狋）． （２１）

　 　 令 犪 ＝

犝犼犺（狋）ｃｏｓθ（狋）

２π犳犼－
犝犼犺（狋）ｓｉｎθ（狋）

狉（狋

熿

燀

燄

燅）

及 犎 ＝

０

２π犓犉犕σ
［ ］

狀

，狉（狋）、θ（狋）两者的联合概率密度函数

狆（狉，θ；狋）所满足的福克尔 普朗克方程为

狆
狋
＝－∑

２

犻＝１



狓犻
［犪犻狆（狓，狋）］＋

１

２∑
２

犻，犼＝１


２

狓犻狓犼
×

　［（犎犎
Ｔ）犻犼狆（狓，狋）］＝－犝犼犺（狋）ｃｏｓθ（狋）

狆
狉
－

　 ２π犳犼－
犝犼犺（狋）ｓｉｎθ（狋）

狉（狋［ ］）
狆
θ
＋
（２π犓ＦＭσ狀）

２

２

２
狆
θ
２．

（２２）

　　利用 ＭＧＦＴ中的微分算子，可以将（２２）式写成

狆
狋
＝［犝犼犺（狋）珦犡

犔
２＋２π犳犼（珦犡

犚
１＋珦犡

犔
１）＋

（２π犓ＦＭσ狀）
２

２
（珦犡犚１＋珦犡

犔
１）
２］狆． （２３）

对（２３）式进行 ＭＧＦＴ可以得到

ｄ^狆
ｄ狋
＝－犝犼犺（狋）^狆η（珟犡２，狆）＋２π犳犼η（珟犡１，狆）^狆－

２π犳犼^狆η（珟犡１，狆）＋
（２π犓ＦＭσ狀）

２

２
［η（珟犡１，狆）］

２^
狆＋

（２π犓ＦＭσ狀）
２

２
狆^［η（珟犡１，狆）］

２
－

（２π犓ＦＭσ狀）
２

η（珟犡１，狆）^狆η（珟犡１，狆）． （２４）

只要解出（２４）式然后利用（７）式就可以得到狕（狋）的

概率密度函数狆（狉，θ，；狋），如果该方程为线性常系

数齐次微分方程组就利用矩阵指数法求解，若为线

性时变齐次微分方程组就利用龙格 库塔法进行数

值求解。要得到联合概率密度函数狆（狉，θ；狋），只需对

进行积分即

狆（狉，θ；狋）＝
１

２π∫
２π

０

狆（狉，θ，；狋）ｄ＝

　　∑
狀∈犣

犼
－狀ｅｘｐ（－ｊ狀θ）∫

∞

０

狆^０，狀（狆）Ｊ－狀（狆狉）狆ｄ狆．　（２５）
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４　实验与结果分析

令滤波器的冲激响应函数为

犺（狋）＝
１， ０≤狋≤１

０．｛ ｅｌｓｅ
（２６）

令犇＝ （２π犓ＦＭσ狀）
２，当犇＝１时根据（２５）、（２６）式

得到相位噪声通过该滤波器后联合概率密度函数如

图１所示。

图１ 犇＝１时联合概率密度函数曲线

Ｆｉｇ．１ Ｃｕｒｖｅｓｏｆｊｏｉｎｔｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｄｅｎｓｉｔｙｆｕｎｃｔｉｏｎａｔ犇＝１

当犇＝２时相位噪声通过该滤波器后的联合概

率密度函数如图２所示。

图２ 犇＝２时联合概率密度函数曲线

Ｆｉｇ．２ Ｃｕｒｖｅｓｏｆｊｏｉｎｔｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｄｅｎｓｉｔｙｆｕｎｃｔｉｏｎａｔ犇＝２

图３ 犇＝４时联合概率密度函数曲线

Ｆｉｇ．３ Ｃｕｒｖｅｓｏｆｊｏｉｎｔｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｄｅｎｓｉｔｙｆｕｎｃｔｉｏｎａｔ犇＝４

当犇＝４时相位噪声通过该滤波器后的联合概

率密度函数如图３所示。

通过上述多组实验可以看出相位噪声通过滤波

器后联合概率密度函数随噪声能量犇的变化规律。

５　结　　论

建立了相位噪声通过滤波器后其幅度和相位的

联合概率密度函数所满足的福克尔 普朗克方程，并

利用 ＭＧＦＴ的方法将此偏微分方程化成了齐次线

性微分方程组，最后得到了相位噪声通过雷达中频

滤波器后幅度和相位的联合概率密度函数。下一步

还需要深入研究相位噪声通过滤波器时变冲激函数

后的统计特性。
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