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摘要　推导出部分相干厄米 高斯（ＨＧ）列阵光束在大气湍流中等效曲率半径犚的解析公式。该公式具有一般

性，它可简化为几种典型特例。研究表明湍流导致光束的犚减小。光强叠加时犚受湍流的影响比交叉谱密度函数

叠加时小。自由空间中高斯 谢尔模型列阵光束和高斯列阵光束的犚比部分相干 ＨＧ列阵光束的大，但受湍流的

影响也更大。自由空间中单束部分相干 ＨＧ光束的犚比部分相干 ＨＧ列阵光束的小，但受湍流的影响也更小。

光强叠加情况下，自由空间中完全相干 ＨＧ列阵光束的犚比部分相干 ＨＧ列阵光束的大，但受湍流的影响也更

大。一般来说，自由空间中犚越大其受湍流影响也越大。因此，当光束传输到一定距离之后，湍流使得原来在自由

空间中较大的犚变小，而较小的犚变大。
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１　引　　言

由于一般光束的等相面为非球面或非高斯面，

使得对光束等相面传输特性的研究遇到很大困难。

Ｍｉｇｕｅｌ等
［１］提出了采用球面拟合实际非球面和非

高斯等相面的方法，但未能给出拟合等相面曲率半

径的简单解析式。Ｒｉｃｋｌｉｎ等
［２］利用互相干函数给

ｓ１０２００３１



中　　　国　　　激　　　光

出了高斯 谢尔模型（ＧＳＭ）光束在大气湍流中的曲

率半径公式，但该方法仅适用于只含高斯项的光束。

２０１０年，本课题组提出采用等效曲率半径的概念
［３］

来研究等相面为非球面或非高斯面的光束的等相面

传输特性［４］。此方法使得解析研究任意光束等相面

传输特性成为可能。最近，本课题组还给出了一般

光束等效曲率半径的传输方程［５］。激光在大气湍流

中的传输是一个有重要理论和实际意义的课题［６］。

列阵光束由于在高功率系统、惯性约束聚变和高能

武器等方面的应用而日趋受到人们的关注。已有大

量文献报道了各类激光列阵光束在大气湍流中的传

输特性，主要包括列阵光束在大气湍流中的光强分

布、光束扩展、犕２ 因子和方向性等
［７～１２］。实际激光

束存在部分相干和高阶模的情况，因此研究部分相

干高阶模列阵激光束曲率半径在大气湍流中的传输

特性是十分重要的。

本文推导出具有一般性的部分相干厄米 高斯

（ＨＧ）列阵光束在大气湍流中的等效曲率半径解析

公式。而部分相干 ＨＧ列阵光束在自由空间中的

等效曲率半径，以及ＧＳＭ列阵光束、完全相干 ＨＧ

列阵光束、高斯列阵光束和单束部分相干 ＨＧ光束

在大气湍流中的等效曲率半径均可作为该解析公式

的特例给出。在列阵光束两种叠加方式［交叉谱密

度函数（ＣＳＤＦ）叠加和光强叠加］下，详细研究了部

分相干ＨＧ列阵光束在自由空间和大气湍流中的

等效曲率半径变化规律。研究了部分相干 ＨＧ列

阵光束分别与几种典型的部分相干和完全相干列阵

光束和单束激光束的等效曲率半径受湍流影响的

差异。

２　理论公式

假设在直角坐标系下，狕＝０平面内有 犕 束部

分相干ＨＧ光束沿狓轴排列，相邻子光束间的间距

为狓ｄ。为便于计算，犕 取奇数。当犕＝１时，如图１

所示一维（１Ｄ）列阵部分相干 ＨＧ光束简化为一束

位于坐标原点的部分相干ＨＧ光束。

图１ １Ｄ列阵光束示意图

Ｆｉｇ．１ Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｔｈｅ１Ｄａｒｒａｙｂｅａｍ

２．１　ＣＳＤＦ叠加

假设这犕束子光束是相同的，且位于两个不同子光束相同位置处的两点是完全相干的，即相位锁定。此

时１Ｄ列阵部分相干ＨＧ光束按照ＣＳＤＦ叠加。狕＝０平面处１Ｄ列阵部分相干ＨＧ光束的ＣＳＤＦ可表示为

犠
（０）（狓′１，狓′２，狕＝０）＝ ∑

（犕－１）／２

狆＝－（犕－１）／２
∑
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狑
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×
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２
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２

２σ｛ ｝２
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， （１）

式中狑０为对应高斯光束在狕＝０平面处的束腰宽度，σ０为狕＝０平面处一束离轴部分相干ＨＧ光束的相干

长度，犎犿 为犿 阶厄米多项式。

根据广义惠更斯 菲涅耳原理，由（１）式表征的１Ｄ列阵部分相干 ＨＧ光束在自由空间中传输的光强

为［６］

犐（狓，狕）＝
犽
２π狕∫

!

－!

∫
!

－!

ｄ狓′１ｄ狓′２犠
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［（狓′１

２
－狓′２

２）－２狓（狓′１－狓′２｛ ｝）］， （２）

式中波数犽＝２π／λ，λ为波长。

定义二阶矩〈狓２〉为

〈狓２〉＝∫
!

－!

狓２犐（狓，狕）ｄ狓／∫
!

－!

犐（狓，狕）ｄ狓． （３）

将（２）式代入（３）式，并利用以下积分公式
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∫
!

－!

狓２ｅｘｐ（－ｉ狊狓）ｄ狓＝－２πδ″（狊）， （４）

∫
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式中犔犿 为犿 阶拉盖尔多项式，δ表示狄拉克ｄｅｌｔａ函数，δ″为其二阶导数，犳为任意函数，犳″为该函数的二阶

导数，经过复杂的积分运算得到
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式中
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２）（狆－狇）

２狓′ｄ
２／２］， （１０）

犇＝ （狆－狇）
２狓′ｄ

２， （１１）

式中犔′犿和犔″犿分别为拉盖尔多项式的一阶和二阶导

数。狓′ｄ＝狓ｄ／狑０和α＝σ０／狑０分别是子光束相对间距

和光束相干参数。部分相干光束通过大气湍流传输

的二阶矩满足［１３］

〈狓２〉＝〈狓
２〉０＋２〈狓θ〉０狕＋〈θ

２〉０狕
２
＋（２／３）犜狕

３，

（１２）

〈狓θ〉＝〈狓θ〉０＋〈θ
２〉０狕＋犜狕

２， （１３）

这里尖括号下脚标“０”代表光束狕＝０处的二阶矩。

并且

犜＝π
２

∫
!

０

κ
３
Φ狀（κ）ｄκ， （１４）

式中Φ狀（κ）为大气湍流介质的折射率起伏功率谱

函数。

结合（７），（１２）和（１３）式得到１Ｄ列阵部分相干

ＨＧ光束在大气湍流中的二阶矩为

〈狓２〉＝犃＋（犅／犽
２）狕２＋（２／３）犜狕

３， （１５）

〈狓θ〉＝（犅／犽
２）狕＋犜狕

２． （１６）

　　根据文献［３］，交叉二阶矩〈狓θ狓〉反比于光束等

相面曲率半径，且任意场光束沿狓轴的等效曲率半

径表示为［３］

犚＝ 〈狓
２〉／〈狓θ〉． （１７）

将式（１５）和（１６）式代入（１７）式得到１Ｄ列阵部分相

干ＨＧ光束在大气湍流中的等效曲率半径为

犚＝
犃＋（犅／犽

２）狕２＋（２／３）犜狕
３

（犅／犽２）狕＋犜狕
２ ． （１８）

上式是具有一般性的表达式。当犜＝０时，（１８）式

简化为１Ｄ列阵部分相干 ＨＧ光束在自由空间中

传输的等效曲率半径；当犿＝０时，（１８）式简化为

１Ｄ列阵ＧＳＭ 光束在大气湍流中传输的等效曲率

半径；当α→!

（即σ０→!

）时，（１８）式简化为完全相干

ＨＧ列阵光束在大气湍流中传输的等效曲率半径；

当犿＝０，α→!

时，（１８）式简化为完全相干高斯列阵

光束在大气湍流中传输的等效曲率半径；当犕＝１

时，（１８）式简化为单束部分相干 ＨＧ光束在大气湍

流中传输的等效曲率半径。

２．２　光强叠加

在相位不锁定情况下，部分相干 ＨＧ列阵光束

按照光强叠加。中心位于 （犼狓ｄ，０）处的第犼束部分

相干 ＨＧ光束ＣＳＤＦ表示为
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犠犼
（０）（狓′１，狓′２，狕＝０）＝犎犿

槡２（狓′１－犼狓ｄ）

狑
［ ］

０

犎犿
槡２（狓′２－犼狓ｄ）

狑
［ ］

０

×

ｅｘｐ －
（狓′１－犼狓ｄ）

２
＋（狓′２－犼狓ｄ）

２

狑［ ］２
０

ｅｘｐ －
（狓′１－狓′２）

２

２σ［ ］２
０

， （１９）

式中犼∈ －
犕－１
２

，犕－１［ ］２
。光强叠加的部分相干ＨＧ列阵光束通过自由空间传输的光强为

犐（狓，狕）＝ ∑
（犕－１）／２

犼＝－（犕－１）／２

犐犼（狓，狕）， （２０）

式中犐犼（狓，狕）为第犼束离轴 ＨＧ光束在自由空间中传输的光强。

将（２０）式代入（３）式，采用２．１节处理方法，得到光强叠加的部分相干 ＨＧ列阵光束通过大气湍流传输

的等效曲率半径

犚＝
狑２０｛［（１＋２犿）／４］＋［（犕

２
－１）／１２］狓′ｄ

２｝＋（１／（犽
２狑２０）［１＋２犿＋（１／α

２）］狕２＋（２／３）犜狕
３

１／（犽２狑２０）（１＋２犿＋１／α
２）狕＋犜狕

２ ． （２１）

由（２１）式可知，光强叠加的１Ｄ列阵部分相干ＨＧ光束的等效曲率半径犚与光束参数（犕，犿，狑２０，狓′ｄ，λ，α）有

关，犚随着光束数目犕 和子光束相对间距狓′ｄ的增大而增大。特别当犜＝０时，（２１）式简化为部分相干ＨＧ列

阵光束在自由空间中传输的等效曲率半径

犚＝
狑２０｛［（１＋２犿）／４］＋［（犕

２
－１）／１２］狓′ｄ

２｝＋（１／犽
２狑２０）（１＋２犿＋１／α

２）狕２

（１／犽２狑２０）（１＋２犿＋１／α
２）狕

． （２２）

当犿＝０时，（２１）式简化为１Ｄ列阵ＧＳＭ光束在大气湍流中传输的等效曲率半径

犚＝
狑２０｛（１／４）＋［（犕

２
－１）／１２］狓′ｄ

２）＋（１／犽
２狑２０）（１＋１／α

２）狕２＋（２／３）犜狕
３

（１／犽２狑２０）（１＋１／α
２）狕＋犜狕

２ ． （２３）

当α→!

时，（２１）式简化为完全相干 ＨＧ列阵光束在大气湍流中传输的等效曲率半径

犚＝
狑２０｛［（１＋２犿）／４］＋［（犕

２
－１）／１２］狓′ｄ

２｝＋（１／犽
２狑２０）（１＋２犿）狕

２
＋（２／３）犜狕

３

（１／犽２狑２０）（１＋２犿）狕＋犜狕
２ ． （２４）

当犿＝０，α→!

时，（２１）式简化为完全相干高斯列阵光束在大气湍流中传输的等效曲率半径

犚＝
狑２０｛（１／４）＋［（犕

２
－１）／１２］狓′ｄ

２｝＋（１／犽
２狑２０）狕

２
＋（２／３）犜狕

３

（１／犽２狑２０）狕＋犜狕
２ ． （２５）

当犕＝１时，（２１）式简化为单束部分相干ＨＧ光束在大气湍流中传输的等效曲率半径

犚＝
［（１＋２犿）／４］狑

２
０＋（１／犽

２狑２０）（１＋２犿＋１／α
２）狕２＋（２／３）犜狕

３

（１／犽２狑２０）（１＋２犿＋１／α
２）狕＋犜狕

２ ． （２６）

３　数值计算结果及分析

数值计算中采用Ｔａｔａｒｓｋｉｉ谱，即
［６］

Φ狀（κ）＝０．０３３犆
２
狀κ
－１１／３ｅｘｐ（－κ

２／κ
２
犿）， （２７）

式中κ犿 ＝５．９２／犾０，犾０是湍流内尺度，犆
２
狀是折射率结

构常数，表征湍流的强弱。当湍流内尺度取值

犾０ ＝０．０１ｍ时，将（２７）式代入（１４）式积分后得

犜＝７．６１１３犆
２
狀。计算中取光束参数：λ＝１．０６μｍ，

狑０＝１ｃｍ。

图２为ＣＳＤＦ和光强叠加时，不同光束阶数 ｍ

下，部分相干 ＨＧ列阵光束等效曲率半径犚 随传

输距离狕的变化。图２（ａ）和（ｂ）均表明自由空间

中，随着光束阶数犿 的减小，犚 的最小值及其位置

均增大。显然，在自由空间中ＧＳＭ（犿＝０）列阵光

束对应的犚最大，其犚最小值位置离束腰狕＝０处

最远。湍流使得犚减小，且光束阶数犿越大，犚受湍

流的影响越小。这就使得光束传输到一定距离后，犚

随着犿 的减小而减小，且ＧＳＭ 列阵光束对应的犚

最小。比较图２（ａ）和（ｂ）可知：自由空间中光强叠

加的犚随光束阶数犿 的变化比ＣＳＤＦ叠加的缓慢，

并且湍流对按ＣＳＤＦ叠加的犚 的影响比按光强叠

加的要大。
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图２ 不同犿下，犚随狕的变化

Ｆｉｇ．２ Ｃｕｒｖｅｓｏｆ犚ｖｅｒｓｕｓ狕ｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔ犿

　　图３为ＣＳＤＦ和光强叠加时，不同子光束数目

犕 下，部分相干 ＨＧ列阵光束等效曲率半径犚 随

传输距离狕的变化。图３（ａ）和（ｂ）均表明自由空间

中，随着犕 的增大，犚 的最小值及其位置均增大。

显然，在自由空间中单束（犕＝１）部分相干 ＨＧ光

束对应的犚最小，其犚最小值位置离束腰狕＝０处最

近。由图３（ａ）可知子光束数目犕 越大，犚受湍流的

影响越大。这就使得光束传输到一定距离后，犚随

着犕 的增大而减小，且单束（犕＝１）部分相干 ＨＧ

光束对应的犚最大。这一结论与自由空间中的差

异很大。

图３ 不同犕 下，犚随狕的变化

Ｆｉｇ．３ Ｃｕｒｖｅｓｏｆ犚ｖｅｒｓｕｓ狕ｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔ犕

　　图４为ＣＳＤＦ和光强叠加时，不同相干参数α

下，部分相干 ＨＧ列阵光束等效曲率半径犚 随传

输距离狕的变化。图４（ａ）表明ＣＳＤＦ叠加时，犚随

α的变化是非单调的（与光束阶数犿 和子光束相对

间距狓′ｄ有关）。图４（ｂ）表明，光强叠加时，自由空间

中犚随α的增大而增大，且完全相干光（α→!

）对应

的犚最大。在湍流中，α越大，犚 受湍流的影响越

大。因此，当光束传输到一定距离后，犚随α的增大

而减小，且完全相干（α→!

）ＨＧ列阵光束对应的犚

最小。

图４ 不同α下，犚随狕的变化

Ｆｉｇ．４ Ｃｕｒｖｅｓｏｆ犚ｖｅｒｓｕｓ狕ｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔα

　　图５为ＣＳＤＦ和光强叠加时，相邻子光束相对

间距狓′ｄ不同下，部分相干 ＨＧ列阵光束等效曲率

半径犚随传输距离狕的变化。图５（ａ）表明ＣＳＤＦ

叠加时，犚随狓′ｄ的变化是非单调的。图５（ｂ）表明光
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强叠加时，狓′ｄ越大，犚越大，且犚受湍流影响越大。

图５ 不同狓′ｄ下，犚随狕的变化

Ｆｉｇ．５ Ｃｕｒｖｅｓｏｆ犚ｖｅｒｓｕｓ狕ｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔ狓′ｄ

４　结　　论

推导出了部分相干 ＨＧ列阵光束在大气湍流

中等效曲率半径犚的解析公式。该公式具有一般

性，它可容易地简化为几种典型特例，如ＧＳＭ 列阵

光束、完全相干 ＨＧ列阵光束、高斯列阵光束和单

束部分相干 ＨＧ光束等效曲率半径的解析公式。

详细研究了大气湍流强度、列阵光束的叠加方式

（ＣＳＤＦ叠加和光强叠加）以及光束参数（光束阶数

犿、子光束数目犕、光束相干参数α和子光束相对间

距狓′ｄ）对光束等效曲率半径的影响。研究表明湍流

会导致光束的犚减小。光强叠加时犚受湍流的影

响比ＣＳＤＦ叠加时要小。对于两种叠加方式，在自

由空间中，随着犿的减小和犕 的增大，犚会增大，并

且犚受湍流的影响也会增大。因此，在自由空间中

ＧＳＭ列阵光束和高斯列阵光束的犚 比部分相干

ＨＧ列阵光束的大，同时受湍流的影响也会更大。

而单束部分相干ＨＧ光束的犚比部分相干ＨＧ列

阵光束的小，受湍流的影响也会更小。ＣＳＤＦ叠加

情况下，犚随着α和狓′ｄ的变化为非单调的。光强叠

加情况下，犚随着α和狓′ｄ的增大而增大，并且犚受

湍流的影响也会增大。所以，在光强叠加情况下，完

全相干ＨＧ列阵光束的犚比部分相干ＨＧ列阵光

束的大，同时受湍流的影响也会更大。一般来说，自

由空间中犚越大其受湍流的影响也越大。因此，当

光束传输到一定距离以后，湍流会使得原来在自由

空间中较大的犚变小，而较小的犚变大。
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