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摘要　从 Ｗｉｇｎｅｒ分布函数定义和菲涅耳衍射积分出发，导出了洛伦兹光束在束腰参考面、自由空间任一参考面以

及犃犅犆犇系统出射参考面的 Ｗｉｇｎｅｒ分布函数的解析表达式。作为其典型应用，导出了洛伦兹光束二阶矩的解析

表达式。数值模拟了束宽、发散角的变化规律并与相应的高斯光束参数的变化规律进行比较。结果表明洛伦兹光

束比高斯型光束更适合作为二极管激光光束模型。
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１　引　　言

洛仑兹光束是随着二极管激光应用的日趋广泛

深入应运而生的一种新的光束模型。１９７５ 年

Ｄｕｍｋｅ
［１］利用具有洛仑兹分布的光束模型研究了二

极管激光束的特性，其结果比用高斯光束所得结果

更为接近实际。１９９０年 Ｎａｑｗｉ等
［２］利用具有洛仑

兹分布的光束模型研究了二极管激光束的远场分

布，得 到 了 与 实 验 较 为 符 合 的 结 果。２００６ 年

Ｇａｗｈａｒｙａｎｄ等
［３］正式提出了洛伦兹光束模型，随

后对其性质进行了研究［４］。近几年来，有关洛仑兹

光束的特性及其近轴和非近轴传输特性的研究有了

长足进步［５～１４］。到目前为止，公开报道的有关研究

都以洛伦兹光束的场分布为对象并在此基础上讨论

光束的强度分布、束宽、远场发散角和犕２ 因子等的

变换规律。但是洛伦兹光束通过光学系统变换后，

其场分布包含了误差函数［１５］，这对于研究洛仑兹光

束构成了相当大的限制。Ｗｉｇｎｅｒ分布函数和基于

Ｗｉｇｎｅｒ分布函数的二阶矩是研究光束及其传输特

性的另一种重要方法［１２］。关于洛仑兹光束的

Ｗｉｇｎｅｒ分布函数的研究还未见到公开报道。本文

０５０２０１３１
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的主要工作就是研究洛仑兹光束的 Ｗｉｇｎｅｒ分布函

数及其二阶矩的特性。导出洛仑兹光束的 Ｗｉｇｎｅｒ

分布函数的解析表达式，并证明其通过一阶光学系

统的传输变换公式。导出洛仑兹光束二阶矩的解析

表达式，讨论其通过研究光学系统的变换规律。利

用所得公式数值模拟比较洛仑兹光束和相应的高斯

光束的传输变换特性，结果表明，洛仑兹光束比高斯

光束更适合作为二极管激光束的模型。

２　洛伦兹光束通过一阶轴对称光学系

统的传输特性

２．１　洛伦兹光束在光腰处的 犠犻犵狀犲狉分布函数

建立笛卡尔直角坐标系狅狓狕，狕轴沿光束传输方

向。洛伦兹光束在狕＝０平面的场分布为
［３］

犝１（狓１，０）＝
犈
狑狓

１

１＋
狓１
狑（ ）
狓

［ ］
２
， （１）

式中犈为归一化常数，狑狓为洛伦兹光束在狓方向的

光腰半径，即狓方向的半束宽。本文试图用（１）式定

义的函数描述双异质结激光器输出面快轴方向的场

分布，因此狑狓 取激活介质横向高度的一半，对于双

异质结激光器这样的取值是符合其物理机制的。为

得到洛仑兹光束的 Ｗｉｇｎｅｒ分布函数，将（１）式做傅

里叶变换得到洛仑兹光束的频域空间场分布表

达式：

犝１（狌１；０）＝犈πｅｘｐ －２π狌１ 狑（ ）狓 ， （２）

式中狌 为空间频率（按傅里叶变换规度因子和

Ｗｉｇｎｅｒ分布函数规度因子，光束传输过程中空间频

率狌和光束发散角θ之间的关系为狌＝－θ／λ，这样

所涉及的积分运算大为简化）。

Ｗｉｇｎｅｒ分布函数的定义为
［１５］

犠（狓，狌）＝∫
∝

－∝

犝 狌＋
狌′（ ）２ 犝 狌－

狌′（ ）２ ×

ｅｘｐ（ｉ２π狓狌′）ｄ狌′． （３）

将（２）式代入（３）式得到洛仑兹光束的 Ｗｉｇｎｅｒ分布

函数的积分表达式

犠（狓１，狌１）＝

∫
∝

－∝

犈２π
２ｅｘｐ －２π狌１＋

狌′１
２
狑狓（ －

２π狌１－
狌′１
２
狑狓＋ｉ２π狓１狌１ ）′ｄ狌１′． （４）

充分注意到被积函数中的绝对值符号，经过直接分

段函数积分运算，得到洛仑兹光束在光腰处的

Ｗｉｇｎｅｒ分布函数的解析表达式为

犠（狓１，狌１）＝
犈２π狑

２
狓ｅｘｐ －４π狑狓 狌（ ）１

（狑２狓＋狓
２
１）

×

ｃｏｓ（４π狓１狌１）

狑狓
＋
ｓｉｎ（４π狓１ 狌１ ）

狓［ ］
１

． （５）

２．２　洛伦兹光束通过自由空间的 犠犻犵狀犲狉分布函数

洛仑兹光束通过自由空间传输时，频域空间任

一参考面的场分布可由频域空间的Ｃｏｌｌｉｎｓ公式
［１６］

犝２（狌２）＝
ｉλ
犆∫

∝

－∝

犝１（狌１）×

　　　ｅｘｐ －
ｉπλ
犆
（犇狌２１＋犃狌

２
２－２狌１狌２［ ］）ｄ狌１，（６）

犝２（狌２）＝
１

犇
ｅｘｐ －

ｉπλ犅
犇
狌（ ）２２ 犝１ 狌２（ ）犇 ，（犆＝０）

（７）

和自由空间系统矩阵

犃 犅［ ］
犆 犇

＝
１ 狕［ ］
０ １

（８）

求出。将（２），（８）式代入（７）式，得到自由空间任一

参考面处洛仑兹光束的场分布为

犝２（狌２；狕）＝犈π
２ｅｘｐ（ｉπλ狕狌

２
２）ｅｘｐ（－２π狑狓 狌２ ）．

（９）

将（９）式代入（３）式，经过积分运算得到洛仑兹光束

通过自由空间传输时，任一参考面处 Ｗｉｇｎｅｒ分布

函数的解析表达式为

犠（狓２，狌２）＝
犈２π狑

２
狓ｅｘｐ（－４π狑狓 狌２ ）

狑２狓＋（狓２＋λ狕狌２）
２ ×

ｃｏｓ［４π狌２（狓２＋λ狕狌２）］

狑狓｛ ＋

ｓｉｎ［４π狌２ （狓２＋λ狕狌２）］

狓２＋λ狕狌 ｝
２

．（１０）

２．３　洛伦兹光束通过犃犅犆犇 系统的 犠犻犵狀犲狉分布

函数

当洛仑兹光束通过一般一阶光学系统传输时，

设由输入面到输出面的系统矩阵为

犕 ＝
犃 犅［ ］
犆 犇

． （１１）

设输入面的洛仑兹光束由（１０）式表示，其自变量改

写为（狓１，狌１），将（１１）式和改写后的（１０）式代入

Ｗｉｇｎｅｒ分布函数定义式（３）式，利用δ函数的性质，

经过积分运算，得到出射面的 Ｗｉｇｎｅｒ分布函数的

解析表达式为

０５０２０１３２
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犠２（狓２，狌２）＝
犈２π狑

２
狓ｅｘｐ －４π狑狓

犆

λ
狓２＋犃狌（ ）［ ］２

狑２狓＋（犇狓２＋λ犅狌２）［ ］２
×

１

狑狓
ｃｏｓ４π

犆

λ
狓２＋犃狌（ ）２ 犇狓２＋λ犅狌（ ）［ ］２ ＋

１

犇狓２＋λ犅狌２
ｓｉｎ４π

犆

λ
狓２＋犃狌２ 犇狓２＋λ犅狌（ ）［ ］｛ ｝２ ．（１２）

　　（５），（１０）和（１２）式分别是洛仑兹光束在束腰参考面、经过自由空间传输时任一参考面和经过一阶光学

系统传输时出射参考面的 Ｗｉｇｎｅｒ分布函数的解析表达式。

３　洛伦兹光束的二阶矩
光束在任一参考面的二阶矩定义为［１６］

〈狊狋〉＝∫
狊狋犠（狓，狌）ｄ狓ｄ狌

∫犠（狓，狌）ｄ狓ｄ狌
， （１３）

式中犠（狓，狌）为 Ｗｉｇｎｅｒ分布函数，狊＝狓，狌；狋＝狓，狌。

３．１　光腰参考面的二阶矩

将光腰处洛伦兹光束的 Ｗｉｇｎｅｒ分布函数（５）式代入（１３）式，有

〈狊１狋１〉＝

狊１狋１ｅｘｐ（－４π狑狓 狌１ ）

狓２１＋狑
２
狓

ｃｏｓ（４π狓１狌１）

狑狓
＋
ｓｉｎ（４π狓１ 狌１ ）

狓［ ］
１

ｄ狓１ｄ狌１


ｅｘｐ（－４π狑狓 狌１ ）

狓２１＋狑
２
狓

ｃｏｓ（４π狓１狌１）

狑狓
＋
ｓｉｎ（４π狓１ 狌１ ）

狓［ ］
１

ｄ狓１ｄ狌１

． （１４）

经过积分运算和化简得到

〈狓２１〉＝狑
２
狓，〈狌

２
１〉＝

１

８π
２狑２狓
，〈狓１狌１〉＝０， （１５）

或写为

犞＝
〈狓２〉 〈狓θ狓〉

〈θ狓狓〉 〈θ
２
狓

烄

烆

烌

烎〉
＝

狑２狓 ０

０
λ
２

８π
２狑２

烄

烆

烌

烎狓

， （１６）

式中θ狓 为光束的远场发散角，这里θ狓＝－λ狌。众所周知，光束的犕
２ 因子的定义为

犕２ ＝
４π

λ
犞 １／２． （１７）

将（１６）式代入（１７）式，得到光腰参考面的洛仑兹光束的犕２ 因子为

犕２ ＝槡２． （１８）

３．２　通过犃犅犆犇系统传输时的二阶矩

洛伦兹光束通过犃犅犆犇系统时，出射参考面的二阶矩由（１２）式表示的 Ｗｉｇｎｅｒ分布函数和由（１３）式定

义的二阶矩表达式求出。要求得二阶矩〈狓２２〉，将（１２）式代入得到

〈狓２２〉＝

狓
２
２

ｅｘｐ －４π狑狓
犆

λ
狓２＋犃狌（ ）２

（犇狓２＋λ犅狌２）
２
＋狑

２
狓

ｃｏｓ４π犆／λ狓２＋犃狌（ ）２ 犇狓２＋λ犅狌（ ）［ ］２

狑狓
＋
ｓｉｎ４π犆／λ狓２＋犃狌２ （犇狓２＋λ犅狌２［ ］）

犇狓２＋λ犅狌｛ ｝
２

ｄ狓２ｄ狌２


ｅｘｐ －４π狑狓

犆

λ
狓２＋犃狌（ ）２

（犇狓２＋λ犅狌２）
２
＋狑

２
狓

ｃｏｓ４π犆／λ狓２＋犃狌（ ）２ （犇狓２＋λ犅狌２［ ］）

狑狓
＋
ｓｉｎ４π犆／λ狓２＋犃狌２ （犇狓２＋λ犅狌２［ ］）

犇狓２＋λ犅狌｛ ｝
２

ｄ狓２ｄ狌２

．

（１９）

令狆＝
犆

λ
狓２＋犃狌２，狇＝犇狓２＋λ犅狌２，则（１９）式简化为

〈狓２２〉＝

（犃狇－λ犅狆）

２ｅｘｐ（－４π狑狓 狆 ）

狑２狓＋狇
２

ｃｏｓ（４π狆狇）

狑狓
＋
ｓｉｎ（４π狆狇）［ ］狇

ｄ狆ｄ狇


ｅｘｐ（－４π狑狓 狆 ）

狑２狓＋狇
２

ｃｏｓ（４π狆狇）

狑狓
＋
ｓｉｎ（４π狆狇）［ ］狇

ｄ狆ｄ狇

． （２０）
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（１９）式与（１４）式类似，直接积分得到

〈狓２２〉＝犃
２〈狓２１〉－２λ犃犅〈狌１狓１〉＋

λ
２犅２〈狌２１〉＝犃

２狑２狓＋
λ
２犅２

８π
２狑２狓
． （２１）

同理得到

〈狌２２〉＝
犆２

λ
２
〈狓２１〉－

２犆犇

λ
〈狓１狌１〉＋

犇２〈狌２１〉＝
犆２

λ
２狑

２
狓＋

犇２

８π
２狑２狓
， （２２）

〈狓２狌２〉＝〈狌２狓２〉＝－
犃犆

λ
〈狓２１〉＋（犃犇＋犅犆）×

〈狓１狌１〉－λ犅犇〈狌
２
１〉＝－

犃犆

λ
狑２
狓－

λ犅犇

８π
２狑２狓
．

（２３）

　　光束通过犃犅犆犇系统后二阶矩矩阵为

犞＝
〈狓２〉 〈狓θ狓〉

〈θ狓狓〉 〈θ
２
狓

烄

烆

烌

烎〉
＝

犃２狑２狓＋
λ
２犅２

８π
２狑２狓

犃犆狑２
狓＋
λ
２犅犇

８π
２狑２狓

犃犆狑２
狓＋
λ
２犅犇

８π
２狑２狓

犆２狑２狓＋
λ
２犇２

８π
２狑２

烄

烆

烌

烎狓

． （２４）

　　利用（１７）式得到洛仑兹光束通过犃犅犆犇 系统

后其犕２ 因子为

犕２ ＝槡２． （２５）

若光束在自由空间传输，则为上述结果的特例。众

所周知，光束的远场发散角θ狅狓，光斑半径犠狓 和曲

率半径犚狓 与光束二阶矩之间的关系为

θ狅狓 ＝ 〈θ
２
狓槡 〉，　犠狓 ＝ 〈狓２槡 〉，　犚狓 ＝

〈狓２〉
〈狓θ狓〉

．

（２６）

当光束在自由空间传输距离狕时，有

θ狅狓 ＝槡
１

８
λ

π狑狓（０）
，

犠狓（狕）＝狑狓（０）１＋（狕／犣Ｒ）槡
２，

犚狓 ＝犣Ｒ
犣Ｒ
狕
＋
狕
犣（ ）
Ｒ

， （２７）

式中

犣Ｒ ＝槡８
π狑狓（０）

２

λ
（２８）

为洛仑兹光束的瑞利半径。（２７）式描述了洛伦兹光

束在狓方向的远场发散角和自由空间传输距离狕后

的光斑半径和曲率半径。显然，洛伦兹光束的瑞利

距离是具有相同光腰和波长的高斯光束瑞利距离的

槡８倍，洛伦兹光束的远场发散角是具有相同束腰半

径和波长的高斯光束远场发散角的１／槡８。这说明

在自由空间传输时，洛伦兹光束光斑半径的展宽速

度比高斯光束光斑半径的展宽速度小。光束的曲率

半径与高斯光束的参数在自由空间传输时的变换公

式具有相同的形式，不同之处在于瑞利距离。

为直观起见，举一典型数据例子说明如下：取

λ＝０．８μｍ，狑狓＝０．０８μｍ，这是较为典型的双异质

结激光器光束的波长和快轴横向尺寸［２］。将（２８）式

代入（２７）式计算近场发散角，用θＬ 和θＧ 分别表示

洛伦兹光束和高斯光束的发散角，当狕＝０．０３μｍ

时，θＬ＝２６．９５°，θＧ＝１３９．８０°；当狕＝０．０７μｍ 时，

θＬ＝４５．２４°，θＧ＝１７１．６５°。二极管激光束的近场发

散角范围为２５°～４５°
［２］。由此可见，高斯光束与二

极管激光束的实际情况相差甚远，不适合作为二极

管激光束的模型；而洛伦兹光束相比高斯光束更要

接近于二极管激光束，更适合描述二极管激光器。

图１为洛伦兹光束与高斯光束在自由空间传输

时光斑半径犠狓（狕）随传输距离狕的变化比较，表明

了在自由空间传输时洛伦兹光束的光斑半径犠狓（狕）

随狕的扩展比高斯光束的慢。图２为洛伦兹光束与

高斯光束在自由空间传输时，光束远场发散角θ（狕）

随传输距离狕的变化比较，可以看出在自由空间传

输时，洛伦兹光束的发散角比高斯光束的发散角小。

图１ 自由空间传输中光斑半径犠狓（狕）随狕的变化

Ｆｉｇ．１ Ｂｅａｍｗａｉｓｔｒａｄｉｕｓ犠狓（狕）ｖｅｒｓｕｓ狕ｉｎｆｒｅｅｓｐａｃｅ

图２ 自由空间传输中光束发散角θ（狕）随狕的变化

Ｆｉｇ．２ Ｂｅａｍｄｉｖｅｒｇｅｎｃｅθ（狕）ｖｅｒｓｕｓ狕ｉｎｆｒｅｅｓｐａｃｅ
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陈献亚等：　洛伦兹光束的 Ｗｉｇｎｅｒ分布函数及其应用

４　结　　论

导出了洛仑兹光束 Ｗｉｇｎｅｒ分布函数的解析表

达式，包括束腰参考面、自由空间任一参考面和

犃犅犆犇系统出射参考面。导出了相应参考面处，基

于 Ｗｉｇｎｅｒ分布函数定义的洛仑兹光束二阶矩的解

析表达式。讨论了洛伦兹光束光斑半径和远场发散

角的传输规律。结果表明，洛伦兹光束的瑞利距离

是具有相同光腰和波长的高斯光束瑞利距离的槡８

倍，而洛伦兹光束的远场发散角是具有相同光腰和

波长的高斯光束远场发散角的１／槡８；在相同光腰和

波长的情况下，洛伦兹光束比高斯光束更适合描述

尺寸小、发散性大的二极管激光光束。值得指出的

是，本文的工作仅限于近轴近似，由于二极管激光器

输出的光束具有较大的发散角，近轴近似与实验可

能有相当的误差。其解决方法是以近轴近似为基

础，研究非近轴情况下的 Ｗｉｇｎｅｒ分布函数和二阶

矩，相应的研究工作正在进行中。
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