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变形分数傅里叶变换系统的结构参数分析
张军勇　卢兴强　林尊琪

（中国科学院上海光学精密机械研究所，上海２０１８００）

摘要　和对称式光学系统比较，含有非球面透镜的光学系统能够实现一些特殊要求的变换。采用傍轴近似，用几

何光学的方法分析了锥形透镜，得到了椭圆锥透镜透射函数的解析表达式。在此基础上进一步推广，得出了圆锥

透镜和柱透镜的透射函数。利用以上结论构建了双柱透镜系统，用于实现变形分数变换。分数变换的可加性使得

这一光学系统成为构建变形分数系统的基本单元，利用标量衍射理论，得到了该结构输出函数的解析式，并详细分

析了结构参数对实现各种分数变换所需要满足的条件。
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１　引　　言

　　在光学信息处理中，分数傅里叶变换是一个强

有力的数学工具。１９８０年 Ｖ．Ｎａｍｉａｓ
［１］在量子力

学研究中提出分数傅里叶变换，１９９３年光学专家

Ａ．Ｗ．Ｌｏｈｍａｎｎ
［２］将其引入到光学领域，并利用傅

里叶变换相当于在 Ｗｉｇｎｅｒ分布函数相空间中旋转

９０°这一性质，阐释了分数变换的物理意义。之后，

出现了各式各样的光学结构用于实现分数傅里叶变

换、复数阶分数傅里叶变换、变尺度分数傅里叶变

换、变形分数傅里叶变换等几种变换［３～６］。目前这

类光学系统已被应用于信息加密、透镜设计、相位匹

配、相关检测及小波变换等领域［７～１０］。

和传统对称的球面透镜系统不同，随着特殊光

学成像的要求，越来越多的非对称元件用于光学系

统，这使得有必要对特殊透镜进行研究［１１～１５］。本文

基于傍轴近似，首先对锥形透镜作了分析，得到了椭

圆锥透镜光程函数的解析表达式，随后把椭圆锥结

论推广到圆锥透镜和柱透镜。并基于以上光学元件

分析，构建了双柱透镜系统，用于实现分数傅里叶变

换。分数系统的可加性使得这一光学系统成为构成
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各种复杂的分数变换系统的基本单元。通过标量衍

射理论，详细分析了结构参数对实现各种分数变换

的条件。最后，给出了一个具体的实例，说明分数变

换系统的灵活性和实用性。

２　锥形透镜的光程函数

锥形透镜的主视图及高度在狔处的横截面图

如图１所示，实线表示锥形透镜的一部分，虚线部分

表示完整的锥体。已知锥体底面为椭圆，半短轴和

半长轴分别记作犪和犫，锥形透镜的高度为犺。透镜

沿狕方向的最大厚度为犱，在高度狔处的横截面上

沿狕方向的厚度记作狊。

图１ 锥形透镜示意图

Ｆｉｇ．１ Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｏｆｔｈｅｔａｐｅｒｅｄｌｅｎｓ

由空间解析几何知识可知，椭圆锥方程为

狓２

犪２
＋
狕２

犫２
＝１－

狔
犺
， （１）

在高度狔处的截面内任意狅点处沿狕方向的长度狊为

狊＝犫 １－
狔（ ）犺 －

狓２

犪槡 ２－（犫－犱）， （２）

依据光程的定义，得到光束通过椭圆锥透镜的光程

函数的解析式，即

Δ＝（犱－狊）＋狀狊＝

狀犱＋（狀－１）犫 １－
狔（ ）犺 －

狓２

犪槡 ２－［ ］１ ，（３）
式中狀为锥透镜折射率。

　　 假定在使用锥形透镜时只考虑近轴光束，则可

以采用傍轴近似（在薄透镜假定下），即狔远小于犺，

狓远小于犪，狔／犺和狓／犪为同阶小量。对（３）式进行二

项式级数展开，并保留前两项，此时的光程函数为

Δ＝狀犱－（狀－１）
犫
犺
狔－

狓２

２犳（狔）
， （４）

式中犳（狔）＝犪
２（１－狔／犺）／［犫（狀－１）］。

当犪＝犫＝犚时，椭圆锥过渡到圆锥，其光程函

数为

Δ＝狀犱－（狀－１）
犚
犺
狔－

狓２

２犳（狔）
， （５）

式中犳（狔）＝犚（１－狔／犺）／（狀－１）。

当犺趋于无穷大时，圆锥过渡到圆柱，其光程函

数为

Δ＝狀犱－｛狓
２／［２犳（狔）］｝， （６）

式中犳（狔）＝犚／（狀－１）。

（４）～ （６）式分别表示了光束在傍轴条件下通

过椭圆锥、圆锥、圆柱薄透镜的光程函数。（４）式的

光程函数中第一项是常数项，第二项引起的相位变

换相当于一个棱镜，第三项引起的相位变换类似会

聚透镜，更准确地，它表示一个锥面波相位变换。所

以，锥形透镜可以使一个平面波变换成一个偏折角

为ａｒｃｓｉｎ［－（狀－１）犫／犺］方向上的锥面波，其焦线为

一条倾斜直线。过渡到柱体时，形成一条无偏折的

焦线，可以用来校正透镜的像差。

３　双柱透镜构成的变形分数傅里叶变

换系统

如图２所示，输入平面为狓狔，分数傅里叶变换

平面为狌狏。两个柱透镜的焦距分别为犳１ 和犳２，两

者之间的距离为狕２，输入平面狓狔到第一个柱透镜

的距离为狕１，后一个柱透镜到分数平面狌狏的距离

为狕３。显然，当两个柱透镜正交放置，且狕２＝０时，

图２的光学结构等价于第一类罗曼（Ｌｏｈｍａｎｎ）光学

结构，能够实现标准分数变换。

图２ 实现变形分数傅里叶变换的装置

Ｆｉｇ．２ Ｓｅｔｕｐｆｏｒｐｅｒｆｏｒｍｉｎｇａｎａｍｏｒｐｈｉｃｆｒａｃｔｉｏｎａｌ

Ｆｏｕｒｉｅｒｔｒａｎｓｆｏｒｍｓ

需要指出的是，该光学结构在其他文献中多有

应用［５，６］，但是没有给出此类结构输出函数的解析

式。这里将进行近场条件下的传输特性研究，在傍

轴条件下，基于菲涅耳衍射积分公式得到分数平面

８１７１



７期 张军勇等：　变形分数傅里叶变换系统的结构参数分析

狌狏上的场分布

犉（狌，狏）＝∫
Σ２

∫
Σ１

∫
Σ

犳（狓，狔）ｅｘｐｉπ
１

λ狕１
［（狓１－狓）

２
＋（狔１－狔）

２｛ ｝］ｄ狓ｄ狔ｅｘｐ －ｉπ １λ犳１狓（ ）２１ ×

ｅｘｐｉπ
１

λ狕２
［（狓２－狓１）

２
＋（狔２－狔１）

２｛ ｝］ｄ狓１ｄ狔１ｅｘｐ －ｉπ １λ犳２狔（ ）２２ ×
ｅｘｐｉπ

１

λ狕３
［（狌－狓２）

２
＋（狏－狔２）

２｛ ｝］ｄ狓２ｄ狔２， （７）

式中已略去与光强无关的因子。Σ，Σ１，Σ２ 分别表示坐标平面狓狔，狓１狔１，狓２狔２ 上的积分区域。

另外，高斯函数的傅里叶变换是自身，即

犉［ｅｘｐ（－π狓
２）］＝ｅｘｐ（－π犳

２
狓）， （８）

式中犉表示傅里叶变换，犳狓 表示狓方向上的空间频率。

利用（８）式对（７）式进行积分运算，化简后得到

犉（狌，狏）＝
ｉλ

ξ槡１

ｉλ

ξ槡２

ｉλ

ξ槡３

ｉλ

ξ槡４∫
Σ

犳（狓，狔）ｅｘｐｉ
π

λ
犱３－

犱２３

ξ１
－
犱２犱３

ξ
（ ）

１

２
１

ξ
［ ］

３

狌｛ ｝２ ×

ｅｘｐｉ
π

λ
犱３－

犱２３

ξ２
－
犱２犱３

ξ
（ ）

２

２
１

ξ
［ ］

４

狏｛ ｝２ ｅｘｐｉπλ 犱１－
犱２１

ξ
（ ）

３

狓［ ］２ ×

ｅｘｐｉ
π

λ
犱１－

犱２１

ξ
（ ）

４
狔［ ］２ ｅｘｐ －ｉ２πλ

犱１犱２犱３

ξ１

１

ξ３
（ ）狌狓 ｅｘｐ －ｉ

２π

λ

犱１犱２犱３

ξ２

１

ξ４
狏（ ）狔 ｄ狓ｄ狔， （９）

式中犱１ ＝１／狕１，犱２ ＝１／狕２，犱３ ＝１／狕３，ξ１ ＝犱２＋

犱３，ξ２ ＝犱２－犽２＋犱３，ξ３ ＝犱１－犽１＋犱２－犱
２
２／ξ１，

ξ４ ＝犱１＋犱２－犱
２
２／ξ２，犽１ ＝１／犳１，犽２ ＝１／犳２。

根据（９）式可以很容易得到以下几点结论：

１）若狕１ ＝犳１，狕２＝犳１＋犳２，狕３＝犳２，系统实

现在狓方向分数傅里叶变换，在狔方向傅里叶变换；

２）若狕１ ＝犳２，狕２＝犳１＋犳２，狕３＝犳１，系统实

现在狓方向分数傅里叶变换，在狔方向变尺度分数

傅里叶变换；

３）若犱１＝１／狕１，狕２＝０，犱３＝１／狕３，犳１＞犳２，

犽２＝犱１＋犱３，系统实现在狓方向分数傅里叶变换，在

狔方向自成像。

像场分布满足

犉（狌，狏）＝∫犳狓，－
犱３
犱１（ ）狏ｅｘｐｉπλ 犱１－

犱２１（ ）犕 狓［ ］２ ×

ｅｘｐ －ｉ
２π

λ

犱１犱３
犕（ ）狌狓 ｄ狓， （１０）

式中已略去与光强无关的因子，犕＝犽２－犽１。分数变

换系统的标准焦距犳ｓ＝狕１（犳１／犳２－１）ｔａｎ（Φ／２），变

换阶次狆＝２Φ／π，ｃｏｓΦ＝１－狕３／犳１。

针对第三个特例，通过光学设计软件ＺＥＭＡＸ

进行了模拟分析。系统参数为：犳１＝２４０ｍｍ，犳２＝

６０ｍｍ，狕１＝１５０ｍｍ，由（１０）式所要求的条件求出，

狕３＝１００ｍｍ，ｃｏｓΦ＝７／１２，Φ＝５４．３１５°，犳ｓ ＝

　　　　　　

６２６．５８７ｍｍ，分数傅里叶变换的阶次狆＝０．６０３５。

材料为ＢＫ７，针对波长０．５８７６μｍ时的折射率狀＝

１．５１６８。根据（６）式可以知道，柱透镜的曲率半径犚１

＝犳１（狀－１）＝１２４．０３２ｍｍ，犚２＝犳２（狀－１）＝

３１．００８ｍｍ，假定犚１ 沿狓方向，犚２ 沿狔方向。入射

光为高斯光束，束腰半径为０．３ｍｍ，系统孔径

４ｍｍ，此时像场强度分布如图３所示。

图３ 分数平面上的光强度分布图

Ｆｉｇ．３ ＩｎｔｅｎｓｉｔｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｎｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌＦｏｕｒｉｅｒ

ｔｒａｎｓｆｏｒｍｐｌａｎｅ

由图３明显可以看到，初始光强度是圆对称的

高斯光束，而经过分数系统后，光束失去了圆对称性

成为像散高斯光束，中心强度在狓和狔方向上出现

了不同的宽度。相反，对比标准透镜系统，高斯光束

经过透镜系统成像仍然为高斯光束，而分数系统下

高斯光束成像不再保持变换的各向同性，这正体现

了分数变换系统的灵活性。
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４　结　　论

对称系统可以实现各向同性的数学操作，而非

对称系统可以实现各向异性的数学操作。采用傍轴

近似，用几何光学方法分析了椭圆锥、圆锥、圆柱的

光程函数。详细分析了实现变形分数系统的基本单

元双柱透镜的结构参数，以及实现各种不同分数变

换所满足的条件，对这一基本光学结构的分析研究

有助于更好地理解激光束在分数系统中的传输特

性。
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