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摘要　研究了ＤｅｌｔａＰ１ 近似模型的双点源近似空间分辨漫反射解。推导了在散射相函数中引入Ｄｉｒａｃｄｅｌｔａ函数

项后的辐射输运方程以及有效光源项的表达式；推导了有效光源项双点源近似下基于ＤｅｌｔａＰ１ 近似模型的漫反射

率犚ＤｅｌｔａＰ
１
，２（ρ）表达式；与漫射近似下漫反射率犚ＳＤＡ（ρ）的比较结果表明，双点源ＤｅｌｔａＰ１ 近似模型的空间分辨漫反

射解犚ＤｅｌｔａＰ
１
，２（ρ）能够应用于中、高反照率的散射介质，并能较好地描述光源附近（ρ约为１．５ｍｍ）的辐射强度分布，

误差均小于１５％。此外，ＤｅｌｔａＰ１ 近似下的空间分辨漫反射的解析表达式中含有散射相函数的二阶参量γ，这对于

在近光源区域由空间分辨漫反射测量数据来反演生物组织的光学参量具有重要的意义。
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１　引　　言

　　生物医学光子学的多项研究成果在医学诊断和

治疗中有着重要的应用，如光学相干层析成像技术

（ＯＣＴ），近红外光谱检测技术，光动力疗法等
［１～４］。

组织光学是生物医学光子学的理论基础，也是生物

医学光子学发展中所需关注的重要研究领域，尤其

在发展和完善在体的无损检测方面，急需建立能够

准确描述光在生物组织体中传输规律的光学模型，

并由此获得人体各组织的可靠的光学参量值［３～７］。

目前，应用广泛的组织光学模型是漫射近似理论模

型，但该模型仅对强散射弱吸收的介质是有效的，且

适用的探测范围大于６～８个输运平均自由程。因
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此，漫射近似模型不适用于强吸收小体积生物组织

或浅层生物组织光学特性的研究。

光在生物组织中发生的散射都以前向散射为

主，尤其是人体组织对近红外光（７００～９００ｎｍ）呈

现高度前向散射的特性［３］。在漫射近似下，其适用

的测量范围是远离光源的辐射场，此时用 Ｈｅｎｙｅｙ

Ｇｒｅｅｎｓｔｅｉｎ散射相函数就能够很好地描述生物组织

的这种前向散射特性。因此，为了扩大漫射近似的

适用范围，需要采用其他的散射相函数。为此，人们

引入一个Ｄｉｒａｃｄｅｌｔａ函数描述光子的前向散射，提

出了ＤｅｌｔａＰ１ 近似模型。建立这种模型的理论最

初是由Ｊｏｓｅｐｈ等
［８］所提出的，而 Ｐｒａｈｌ

［９］和 Ｓｔａｒ

等［１０］分别对此进行了研究。基于Ｐｒａｈｌ和Ｓｔａｒ等

所提出的方法，Ｖｅｎｕｇｏｐａｌａｎ等
［１１］研究了稳态和频

域测量情况下对于漫射近似的改进，使得漫射近似

方程的解适用于描述有限大小的球形光源在吸收较

强的无限介质内的光辐射分布。在 Ｖｅｎｕｇｏｐａｌａｎ

等所做工作的基础上，Ｈａｙａｋａｗａ等
［１２］进一步研究

了稳态下的ＤｅｌｔａＰ１ 近似模型并将其用于反演混

浊介质的光学参量。其研究结果表明，在光源附近

测量且有效反照率范围为０．２４８～０．９９７时，由

ＤｅｌｔａＰ１ 近似得到的辐射强度及漫反射率的值都比

较理想；而且通过多级算法，可在反演光学参量时将

各向异性因子犵从有效散射系数 ′μｓ 中分离出来。

２００５年，Ｙｏｕ等
［１３］将ＤｅｌｔａＰ１ 近似模型推广到了

频域测量方法中，并研究了由该近似计算辐射通量

及相位的情况。２００８年，Ｓｅｏ等
［１４］在上述工作的基

础上，将光源设为一无限细笔形光束并考虑了半无

限混浊介质的情况，得到了ＤｅｌｔａＰ１ 近似下空间分

辨漫反射率的表达式。与漫射近似相比，这一近似

能更好地描述较低反照率近光源的情况，即有效反

照率α′＞０．８，光源与探测器之间距离ρ在３～４个

输运平均自由程附近。

但是，目前对ＤｅｌｔａＰ１ 近似模型的研究没有注

意到有效光源项对辐射分布的影响，尤其是对近光

源辐射场的影响。在研究漫反射问题时，漫射近似

将入射光处理为界面下一个点光源，因此当试图将

ＤｅｌｔａＰ１ 近似模型用于描述光源附近的光辐射分布

时，考虑光源的影响是非常必要的。本文推导了在

散射相函数中引入Ｄｉｒａｃｄｅｌｔａ函数项后的辐射输

运方程以及有效光源项的表达式；推导了双点源近

似下ＤｅｌｔａＰ１ 近似模型的漫反射率犚ｄｅｌｔａＰ
１
，２（ρ）的解

析表达式；比较了各向异性因子犵和有效反照率α′

对漫 射 近 似 犚ＳＤＡ （ρ）和 双 点 源 ＤｅｌｔａＰ１ 近 似

犚ｄｅｌｔａＰ
１
，２（ρ）的影响。

２　ＤｅｌｔａＰ１近似模型

根据 能 量 守 恒，可 知 稳 态 时 的 玻 尔 兹 曼

（Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ）辐射输运方程为

狊^·犔（狉，^狊）＝－μｔ犔（狉，^狊）＋

μｓ∫４π犔（狉，^狊′）狆（^狊，^狊′）ｄΩ′＋犙（狉，^狊）， （１）

式中犔（狉，^狊）为辐射强度，狆（^狊，^狊′）为散射相函数。μｓ

为介质的散射系数，μｔ为介质的衰减系数，且其值为

吸收系数与散射系数值之和。狉，^狊分别表示位置矢量

和单位方向矢量。犙（狉，^狊）表示介质内的光源项，若

不考虑生物组织的荧光效应，则犙（狉，^狊）＝０。

引入Ｄｉｒａｃｄｅｌｔａ函数项后，散射相函数狆（^狊，^狊′）

＝犳δ（^狊－^狊′）＋（１－犳）狆 （^狊，^狊′）的球谐函数展开式

为

狆（^狊，^狊′）＝犳δ（^狊－狊^′）＋

　　　（１－犳）∑
∞

犾＝０

２犾＋１
４π

犵

犾犘犾（^狊·^狊′）． （２）

并且考虑到光子传输的各向异性，可将总的辐射强

度视为约化入射强度（或准直入射强度）和漫射强度

之和

犔（狉，^狊）＝犔ｃ（狉，^狊）＋犔ｄ（狉，^狊）． （３）

将（２）和（３）式代入（１）式后可得

狊^·犔ｄ（狉，^狊）＝－μ

ｔ犔ｄ（狉，^狊）＋

μ

ｓ∫４π犔ｄ（狉，^狊′）狆

 （^狊，^狊′）ｄΩ′＋犛ｃ（狉，^狊），（４）

式中犛ｃ（狉，^狊）＝μ

ｓ∫４π犔ｃ（狉，^狊′）狆

 （^狊，^狊′）ｄΩ′，是由约

化入射强度犔ｃ（狉，^狊）引起的等效的源函数，又称为

有效光源项。以下将 犔ｄ（狉，^狊）记为 犔（狉，^狊），将

犛ｃ（狉，^狊）记为犛（狉，^狊）。由（４）式可以看出，漫射强度

犔ｄ（狉，^狊）所满足的方程仍是与（１）式形式一致的辐

射输运方程，只是光源项是由约化入射强度犔ｃ（狉，^狊）

所产生的，而且它与散射相函数有关。在ＤｅｌｔａＰ１近

似下，狆 （^狊，^狊′）在其球谐函数展开式中只取前两

项，得到

狆（^狊，^狊′）＝
１

４π
×

　｛２犳δ（１－狊^·^狊′）＋（１－犳）［１＋３犵１ （^狊·^狊′）］｝．

（５）

并且利用球谐函数法求解（４）式，可得辐射通量

φ０（狉，狋）＝∫４π犔（狉，^狊）ｄΩ满足的方程
犇

２

φ０（狉）－μａφ０（狉）＝－狇０（狉）＋３犇

狇１（狉），

（６）
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式中犇
＝１／（３μ


ｔｒ）。其中μ


ｔｒ ＝μ


ｔ －μ


ｓ ，犵


１ ＝

μａ＋μ

ｓ （１－犵


１ ）。对于均匀无限介质，方程（６）的

格林函数解为

ΦＧ（狉）＝
１

４π犇

·ｅｘｐ

（－μ

ｅｆｆ狉）

狉
． （７）

考虑（５）式与 ＨｅｎｙｅｙＧｒｅｅｎｓｔｅｉｎ相函数的球谐函

数展开式的二阶矩相等，得到

犳＝犵
２
１ ＝犵

２， （８）

因此，ＤｅｌｔａＰ１近似模型中涉及到的光学特性参量可

表示为散射系数：μ

ｓ ＝μｓ（１－犵

２）＝γ′μｓ，衰减系数：

μ

ｔ ＝μａ＋μ


ｓ ＝μａ＋γ′μｓ，反照率：α


＝ μ


ｓ

μａ＋μ

ｓ

＝

γ′μｓ

μａ＋γ′μｓ

，并且有μ

ｔｒ
１
＝μｔｒ，μ


ｅｆｆ＝μｅｆｆ ＝ ３μａμ槡 ｔｒ，

犇
＝犇。

３　外推边界条件下的光源近似

有效光源项犛（狉，^狊）的球谐函数展开式为

犛（狉，^狊）＝犛（狉，η）＝∑
∞

犾＝０

２犾＋１
４π
狇犾（狉）犘犾（η），（９）

式中η＝ｃｏｓθ＝狊^·^狉。狇犾（狉）为光源的矩，并可根据

（４）式中有效光源项的表示得

狇犾（狉）＝犵

犾μ


ｓ犔ｃ（狉）， （１０）

式中犵

犾 ＝ （犵犾－犳）／（１－犳），犵犾 ＝犵

犾
１ ＝犵

犾。

在无限细的准直光束沿狕轴入射到一半无限均

匀介质的情况下，若只考虑光源的第零阶矩［狇犾（狕）＝

０，犾＞０］，并假设入射光的强度为１，则光源项可以

等效为

狇（狕）＝αμ

ｔｅｘｐ（－μ


ｔ狕）， （１１）

图１ 双点源近似及外推边界条件的图示

Ｆｉｇ．１ Ｔｗｏｐｏｉｎｔｓｏｕｒｃｅａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎａｎｄｔｈｅ

ｅｘｔｒａｐｏｌａｔｅｄｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

式中μ

ｔ ＝μａ＋μ


ｓ ，且等效光源总强度的值等于反

照率α
。在外推边界条件下，对光源入射到介质内

部后的光辐射分布做双点源近似。基于这一考虑，将

狇（狕）处理为位于狕０１和狕０２处的两个点源，光源强度

相等且为犪／２，如图１所示。并且，两个点源的偶极

矩和四极矩分别与狇（狕）的偶极矩和四极矩相等，即

∫
∞

０

狕犪

μ

ｔ ｅｘｐ（－μ


ｔ狕）ｄ狕＝

∫
∞

０

狕犪１

２
［δ（狕－狕０１）＋δ（狕－狕０２）］ｄ狕， （１２）

∫
∞

０

狕２犪μ

ｔ ｅｘｐ（－μ


ｔ狕）ｄ狕＝

∫
∞

０

狕２犪
１

２
［δ（狕－狕０１）＋δ（狕－狕０２）］ｄ狕， （１３）

由（１２）和（１３）式可得狕０１＝２／μ

ｔ ，狕０２＝０。并且，根

据外推边界条件φ０（ρ，狕＝－狕ｂ）＝０得到双点源近

似下的光源表示

狇（０，狕）＝
α


２
［δ（０，狕－狕０１）＋δ（０，狕－狕０２）］－

α


２
［δ（０，狕－狕０３）＋δ（０，狕－狕０４）］，

（１４）

式中狕０１ ＝２／μ

ｔ ＝２狕０，２，狕０２ ＝０，狕０３ ＝－２狕ｂ，

狕０４ ＝－２狕ｂ－２狕０，２，如图１所示。而且，外推长度狕ｂ

＝２犃犇，其中犃＝（１＋犚ｅｆｆ）／（１－犚ｅｆｆ）。有效反射系数

犚ｅｆｆ与界面的相对折射率狀ｒｅｌ有关，可近似表示为

犚ｅｆｆ＝－１．４４０狀
－２
ｒｅｌ＋０．７１０狀

－１
ｒｅｌ＋

０．６６８＋０．０６３６狀ｒｅｌ． （１５）

４　双点源 ＤｅｌｔａＰ１ 近似空间分辨漫

反射解

ＤｅｌｔａＰ１ 近似方程中，辐射通量为
［１５］

φ０（ρ，狕）＝ΦＧ（ρ，狕）狇（ρ，狕）， （１６）

式中符号“”表示卷积，ΦＧ（ρ，狕）为ＤｅｌｔａＰ１ 近似

方程的格林函数解，狇（ρ，狕）则为对光源项所取的近

似表示。因此，可求得双点源ＤｅｌｔａＰ１近似下的空间

分辨漫反射率为［１６］

犚（ρ）＝０．１１８φ０（ρ）＋０．３０６犼（ρ）， （１７）

式中

φ０（ρ）＝
１

４π犇
·α



２

ｅｘｐ（－μｅｆｆ狉１）

狉１
＋
ｅｘｐ（－μｅｆｆ狉２）

狉［
２

－

　　　　
ｅｘｐ（－μｅｆｆ狉３）

狉３
－
ｅｘｐ（－μｅｆｆ狉４）

狉 ］
４

，

犼（ρ）＝
１

４π
·α



２
２狕０，２ μｅｆｆ＋

１

狉（ ）
１

ｅｘｐ（－μｅｆｆ狉１）

狉２１［ ＋

　　　　２狕ｂ μｅｆｆ＋
１

狉（ ）
３

ｅｘｐ（－μｅｆｆ狉３）

狉２３
＋

　　　　２（狕０，２＋狕ｂ）μｅｆｆ＋
１

狉（ ）
４

ｅｘｐ（－μｅｆｆ狉４）

狉 ］２
４

，
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狉１ ＝ ρ
２
＋４狕

２
０，槡 ２，　狉２ ＝ρ，　狉３ ＝ ρ

２
＋４狕

２
槡 ｂ，

狉４ ＝ ρ
２
＋４（狕０，２＋狕ｂ）槡

２．

　　为评估所得到的双点源ＤｅｌｔａＰ１ 近似模型，采

用由 Ｗａｎｇ等
［１７］编写的 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ（ＭＣ）模拟程

序得到的反射率犚ＭＣ（ρ）作为参考标准，将双点源

ＤｅｌｔａＰ１ 近似漫反射解与漫射近似漫反射解进行了

比较。在此，分析主要考虑两方面：首先，比较各向异

性因子犵对于不同近似模型下漫反射解的影响，其

次，比较有效反照率α′的影响。

对于漫射近似下空间分辨漫反射率犚ＳＤＡ（ρ）的

计算，（１７）式中φ０（ρ）和犼（ρ）为
［１６］

犼（ρ）＝
１

４π
２狕０ μｅｆｆ＋

１

狉（ ）
１

ｅｘｐ（－μｅｆｆ狉１）

狉２１［ ＋

　　　　（狕０＋２狕ｂ）μｅｆｆ＋
１

狉（ ）
２

ｅｘｐ（－μｅｆｆ狉２）

狉 ］２
２

，

φ０（ρ）＝
１

４π犇

ｅｘｐ（－μｅｆｆ狉１）

狉１
－
ｅｘｐ（－μｅｆｆ狉２）

狉［ ］
２

，

狉１ ＝ ρ
２
＋狕槡

２
０，　狉２ ＝ ρ

２
＋（狕０＋２狕ｂ）槡

２，

狕０ ＝
１

μｔ
＝

１

μａ＋′μｓ
，　狕ｂ＝２犃犇，

犇＝
１

３μｔｒ
＝

１

３（μａ＋′μｓ）
，　μｅｆｆ＝ ３μａ（μａ＋′μｓ槡 ）．

　　在图２，３中，横坐标均为光源与探测器之间的

距离ρ，其范围为ρ≤２．０ｍｍ；纵坐标在（ａ）中均表

示空间分辨漫反射率犚（ρ），在（ｂ）中均表示漫反射

率犚（ρ）与检验标准犚ＭＣ（ρ）之间的误差Δ犚／犚 ＝

犚（ρ）－犚ＭＣ（ρ）／犚ＭＣ（ρ），犚（ρ）分别表示双点源

ＤｅｌｔａＰ１近似漫反射率犚ｄｅｌｔａＰ
１
，２（ρ）和漫射近似的漫

反射率犚ＳＤＡ（ρ）。此外，进行 ＭＣ模拟计算时，考虑

准直光束入射到半无限均匀介质的情况，采用

ＨｅｎｙｅｙＧｒｅｅｎｓｔｅｉｎ散射相函数，模拟的光子个数为

１０６。

在图２中比较了各向异性因子犵对不同近似模

型下漫反射解的影响。为比较方便，保持狀ｒｅｌ ＝

１．４，μａ ＝０．２ｍｍ
－１，μｓ＝２０．０ｍｍ

－１不变，犵分别

取０．８５和０．９２，相应的输运平均自由程犾ｔ 分别为

０．３１和０．５６ｍｍ。从图中可以看出，与漫射近似模型

相比，所得到的双点源 ＤｅｌｔａＰ１ 近似漫反射解与

ＭＣ模拟结果的表现趋势是一致的，并且与 ＭＣ模

拟结果最接近。由（ｂ）所示的误差曲线可以看出，

在光源附近（ρ约为１．５ｍｍ）的范围内，犚ＳＤＡ（ρ）曲线

的误差均大于１０％。而对于犚ｄｅｌｔａＰ
１
，２（ρ）曲线，其误

差则表现出：当犵＝０．８５时，在ρ≥０．５ｍｍ的范围

内，最大误差为８．３７％；当 犵＝０．９２时，在ρ≥

１．２ｍｍ范围内的误差也均小于１０％。由此可知，

与漫射近似模型相比，ＤｅｌｔａＰ１ 近似模型的双点源

近似漫反射解可以较好地描述光源附近（ρ约为

１．５ｍｍ）的辐射分布。

图２ （ａ）当犵＝０．８５和０．９２时，双点源ＤｅｌｔａＰ１ 近似、漫射近似和 ＭＣ模拟的漫反射解；

（ｂ）犚ｄｅｌｔａＰ
１
，２（ρ）和犚ＳＤＡ（ρ）与 ＭＣ模拟之间的误差

Ｆｉｇ．２ （ａ）ＰｒｅｄｉｃｔｉｏｎｏｆｓｐａｔｉａｌｌｙｒｅｓｏｌｖｅｄｄｉｆｆｕｓｅｒｅｆｌｅｃｔａｎｃｅｕｓｉｎｇｔｈｅｔｗｏｐｏｉｎｔｓｏｕｒｃｅｍｏｄｅｌｂａｓｅｄｏｎｔｈｅＤｅｌｔａＰ１

ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ，ｔｈｅｄｉｆｆｕｓｉｏｎａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ，ａｎｄＭｏｎｔｅＣａｒｌｏｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ，ｆｏｒｔｈｅａｎｉｓｏｔｒｏｐｙｆａｃｔｏｒ犵＝０．８５ａｎｄ

　　　　　　　　０．９２，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ；（ｂ）ｔｈｅｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｏｆ犚ｄｅｌｔａＰ
１
，２（ρ）ａｎｄ犚ＳＤＡ（ρ）ｆｒｏｍ犚ＭＣ（ρ）

０５１１
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图３ （ａ）当α′＝０．９８和０．７１时，双点源ＤｅｌｔａＰ１ 近似、漫射近似和 ＭＣ模拟的漫反射解；

（ｂ）犚ｄｅｌｔａＰ
１
，２（ρ）和犚ＳＤＡ（ρ）与 ＭＣ模拟之间的误差

Ｆｉｇ．３ （ａ）ＰｒｅｄｉｃｔｉｏｎｏｆｓｐａｔｉａｌｌｙｒｅｓｏｌｖｅｄｄｉｆｆｕｓｅｒｅｆｌｅｃｔａｎｃｅｕｓｉｎｇｔｈｅｔｗｏｐｏｉｎｔｓｏｕｒｃｅｍｏｄｅｌｂａｓｅｄｏｎｔｈｅＤｅｌｔａＰ１

ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ，ｔｈｅｄｉｆｆｕｓｉｏｎａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ，ａｎｄＭｏｎｔｅＣａｒｌｏｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ，ｆｏｒｔｈｅｒｅｄｕｃｅｄａｌｂｅｄｏα′＝０．９８ａｎｄ０．７１，

　　　　　　　　　ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ；（ｂ）ｔｈｅｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｏｆ犚ｄｅｌｔａＰ
１
，２（ρ）ａｎｄ犚ＳＤＡ（ρ）ｆｒｏｍ犚ＭＣ（ρ）

　　在图３中比较有效反照率α′的影响时，可保持

狀ｒｅｌ＝１．４，犵＝０．８５不变，对μａ和μｓ的取值则分别

为：μａ ＝ ０．０５ｍｍ
－１，μｓ ＝ ２０．０ｍｍ

－１；μａ ＝

０．６ｍｍ－１，μｓ＝１０．０ｍｍ
－１。因此，相应的有效反照

率α′分别为０．９８和０．７１，且相应的输运平均自由程

犾ｔ分别为０．３３和０．４８ｍｍ。由图中的比较可以看出：

当α′＝０．９８，即吸收系数较小时，在ρ≥犾ｔ的范围

内，犚ＳＤＡ（ρ）曲线的误差均大于８％，而犚ｄｅｌｔａＰ１，２（ρ）

曲线的误差均小于８％；当α′＝０．７１，即吸收系数

较大时，在ρ≥３犾ｔ的范围内，犚ＳＤＡ（ρ）曲线的误差均

大于３０％，而犚ｄｅｌｔａＰ
１
，２（ρ）曲线的误差均小于１５％。

相比之下，对于中、高反照率的情况，ＤｅｌｔａＰ１ 近似

模型的双点源近似漫反射解明显优于漫射近似漫反

射解，并且仍适用于描述近光源处（ρ约为１．５ｍｍ）

的辐射分布，误差均小于１５％。

５　结　　论

基于外推边界条件得到了ＤｅｌｔａＰ１ 近似模型的

双点源近似空间分辨漫反射解，并研究了该解析解的

适用情况。研究表明，双点源近似下的ＤｅｌｔａＰ１ 近似

理论模型的适用范围优于漫射近似理论模型，即能够

应用于吸收系数较大（即反照率较低）的散射介质，并

能较好地描述光源附近（ρ约为１．５ｍｍ）的辐射强度

分布。

此外，由于本文所得到的双点源ＤｅｌｔａＰ１ 近似

漫反射解的表达式中可用μａ，′μｓ和γ表征生物组织

的光学特性，因此通过漫反射测量可同时获得含有

μａ，μｓ以及各向异性因子犵的信息
［１８］。这项工作将

为生物组织光学特性参量的在体无损检测提供依

据。
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