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激光激发犔犪犿犫波的有限元时域和频域数值分析
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摘要　以平面应变理论为基础，从弹性动力学平衡方程出发，推导得到频域动力学平衡方程。忽略材料的粘性特

征，分别在时域和频域中建立激光激发兰姆（Ｌａｍｂ）波的有限元数值模型。比较分析两种模型的求解过程，在此基

础上，在频域中研究激光作用在粘弹性薄板上激发Ｌａｍｂ波的特征。结果表明，激光激发的Ｌａｍｂ波主要包含低频

的弱色散的对称模和色散的反对称模；有限元频域模型能有效地处理粘弹性材料中Ｌａｍｂ波的传播问题；材料的

粘性特征会引起Ｌａｍｂ波的振幅衰减，且不同模式波的衰减（因子）不同。
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１　引　　言

　　随着激光超声技术的发展，其在无损检测领域

的应用越来越受到研究者们的关注。它具有非接触

激发与探测，可一次性激发多种超声模式以及宽带

超声波等特点，这是常规超声技术难以相比的［１～５］。

近年来，随着高聚物材料及纤维复合材料等新型材

料广泛地应用于航空、造船等制造工业，使得粘弹性

材料中超声波的激光激发、传播及其与材料缺陷的相

互作用问题成为亟需解决的基础性问题。由于兰姆

（Ｌａｍｂ）波的多模式和频散特性，其传播特征与材料

的力学参数密切相关，因而研究激光激发Ｌａｍｂ波与

粘弹性材料的力学特性之间的关系受到高度重视。

到目前为止，关于激光激发Ｌａｍｂ波在材料的

无损检测及性能评价等方面的研究已取得较大进

展。如Ｄｅｗｈｕｒｓｔ等
［６］利用激光激发Ｌａｍｂ波测量

金属薄板的厚度，对厚度为３０μｍ的薄板的测量精

度达到２％；Ｓｐｉｃｅｒ等
［７］比较激光激发Ｌａｍｂ波的理

论和实验波形，进而测量出各向同性的板状材料弹

性模量及厚度；倪晓武等［８］采用光纤耦合反射式光

束偏转技术探测了厚度为０．２５ｍｍ的薄铁片中
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Ｌａｍｂ波的瞬态波形，研究激光激发Ｌａｍｂ波的特

征及发展过程；Ｘｕ等
［９］基于有限元数值方法，研究

横观各向同性材料中激光激发Ｌａｍｂ波的传播特

征。然而，上述文献中关于激光激发Ｌａｍｂ波的研

究均局限于弹性材料，粘弹性材料中激光激发

Ｌａｍｂ波的研究还非常欠缺。因为超声波在粘弹性

材料中传播时，材料的粘性特征会引起波的能量耗

散，表现为波的衰减。在理论研究上，由于计算材料

粘性特征的复杂性，要得到相应的波形十分困难，唯

见韩庆邦等［１０］采用双积分变换法计算激光在粘弹

性材料表面激励的表面波，但该方法只能处理简单

的几何结构，且只能得到表面的垂直位移波形。

有限元数值模拟［１１，１２］能够灵活处理复杂的几

何结构，并且能够得到全场数值解。有限元频域算

法对时域动力学方程进行傅里叶变换，将其转化为

频域动力学方程进行运算，从而不仅克服了有限元

时域算法［１３～１６］处理弹性材料中激光超声问题的局

限性，还能够有效地处理材料的粘性特征引起超声

波能量的衰减问题，且所需的计算内存和时间明显

减少。因此，本文采用有限元法分别在时域和频域

中建立激光激发Ｌａｍｂ波的数值模型，比较分析两

种算法的求解过程，进而在频域中计算了粘弹性材

料中激光激发的Ｌａｍｂ波。

２　理论模型

２．１　平面应变方程

图１ 激光辐照样品示意图

Ｆｉｇ．１ Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｌａｓｅｒｉｒｒａｄｉａｔｉｎｇｔｈｅｓｐｅｃｉｍｅｎ

考虑一块均匀横观各向同性的固体平板（厚度

为犺）样品，如图１所示。坐标系（狓，狔，狕）与样品的中

心坐标系重合，其中狔轴垂直于样品的表面，狓轴和

狕轴分别垂直和平行于材料的纤维方向，狓，狔，狕方向

的位移分别用狌，狏，狑来表示。假设脉冲线源激光沿

着狕轴辐照样品表面，样品沿着狓，狔方向的平面对

称，考虑平面应变条件（ε狓狕 ＝ε狔狕 ＝ε狕狕 ＝０），可得狕

方向的位移及其相应的导数均为０，激光激发的超

声波沿着平面狓狔传播，平面狓狔为各向同性平面，

如图２所示。时域中二维弹性动力学平衡方程表示

为［１７］

犆１１狌，狓狓 ＋犆１２狏，狓狔 ＋犆６６（狌，狔狔 ＋狏，狓狔）＝ρ狌̈

犆２２狏，狔狔 ＋犆１２狌，狓狔 ＋犆６６（狌，狓狔 ＋狏，狓狓）＝ρ
¨烅

烄

烆 狏
，（１）

式中下标逗号表示空间偏导，上标点号表示时间偏

导，ρ表示密度，犆犻犼在（１）式中只能设置为实数，表示

材料的弹性劲度参数。说明时域方程只适用于弹性

材料，无法计算粘弹性材料的粘性特征。在频域中

求解动力学平衡方程能有效地计算粘弹性材料的粘

性特征，对时域动力学方程进行傅里叶变换，即可得

到二维频域动力学平衡方程

犆１１～狌，狓狓 ＋犆

１２
～狏，狓狔＋犆


６６（～狌，狔狔＋～狏，狓狔）＝－ρω

２～狌

犆２２～狏，狔狔＋犆

１２
～狌，狓狔＋犆


６６（～狌，狓狔＋～狏，狓狓）＝－ρω

２～烅
烄

烆 狏
，

（２）

式中～狌和～狏 分别表示时域位移变量狌和狏的傅里叶

变换形式，ω＝２π犳 表示角频率，复数犆犻犼 ＝ ′犆犻犼 ＋

ｉ″犆犻犼 表示材料的粘弹性劲度参数，其中实部 ′犆犻犼和虚

部 ″犆犻犼 分别表示弹性和粘性劲度参数，说明频域动

力学方程不仅适用于弹性材料，还适用于粘弹性材

料。

图２ 样品狓狔平面

Ｆｉｇ．２ Ｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎｏｆｔｈｅｓｐｅｃｉｍｅｎ

２．２　有限元方程

在时域中计算激光激发超声波的传播问题，其

弹性动力学平衡方程［（１）式］的有限元形式可表示

为［１８］

犱ａ
犝

狋
－·（犮犝）＝０， （３）

式中，犝分别表示向量微分算符和位移变量矩阵，

系数犮是２×２矩阵，矩阵的元素分别表示为

犮１１ ＝
犆１１ ０

０ 犆

烄

烆

烌

烎６６
，　　犮１２ ＝

０ 犆１２

犆６６

烄

烆

烌

烎０
，

犮２１ ＝
０ 犆６６

犆１２

烄

烆

烌

烎０
，　　犮２２ ＝

犆６６ ０

０ 犆

烄

烆

烌

烎２２
．（４）

　　 系数犱ａ是２×２矩阵，表示为

８３５



２期 孙宏祥等：　激光激发Ｌａｍｂ波的有限元时域和频域数值分析

犱ａ＝
ρ ０

０（ ）
ρ
． （５）

　　同理，在频域中计算激光激发超声波的传播问

题，其动力学平衡方程［（２）式］的有限元形式可表示

为

·（犮犝）－犪犝 ＝０， （６）

式中矩阵犮中的元素分别表示为

犮１１ ＝
犆１１ ０

０ 犆
烄

烆

烌

烎６６
，　　犮１２ ＝

０ 犆１２

犆６６

烄

烆

烌

烎０
，

犮２１ ＝
０ 犆６６

犆１２

烄

烆

烌

烎０
，　　犮２２ ＝

犆６６ ０

０ 犆
烄

烆

烌

烎２２
．（７）

　　 系数犪是２×２矩阵，表示为

犪＝
－ρω

２ ０

０ －ρω

烄

烆

烌

烎
２
． （８）

　　边界条件设置为 Ｎｅｕｍａｎｎ边界，其中激光激

发区域的边界控制方程有限元形式表示为

狀·（犮犝）＝犵， （９）

式中狀表示边界的外法向方向，系数犵表示激光激

发源，其他边界设置为自由边界，即无外力约束犵＝

０。此外，设样品的各质点初始位移为零，无初始速

度和加速度。

２．３　吸收区域

在频域中计算超声波的传播问题，为消除边界

处反射波的影响，在频域模型中需要设置吸收区域，

如图２所示。沿吸收区域的起始点犛，保持材料的

弹性劲度参数 ′犆犻犼不变，逐渐增大粘性劲度参数 ″犆犻犼，

确保传播过程中超声波在声阻抗上匹配，随着吸收

区域逐渐加深，超声波的振幅逐渐减小，直至忽略不

计。吸收区域的粘性劲度参数设置为［１９］

Ｉｍ（犆犻犼）＝ ″犆犻犼＋犃
狓－（犔－犔ａｂ）

犔［ ］
ａｂ

３

′犆犻犼，

狓∈ ［犔－犔ａｂ，犔］ （１０）

式中犔为模型的长度，犔ａｂ 为吸收区域的长度，犃为

超声波反射能量的调节参数，其目的是为确保反射

能量低于０．１％。

３　典型计算和讨论

３．１　激光和材料的参数

数值模拟材料为碳纤维／环氧树脂复合材料，它

具有横观各向同性及线性粘弹性特征，计算中所用

的材料参数如表１所示
［２０］，采用材料的密度为

１．８２ｇ／ｃｍ
３。

表１ 碳纤维／环氧树脂复合材料的粘弹性劲度参数

Ｔａｂｌｅ１ Ｃｏｍｐｌｅｘｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃｉｔｙｍｏｄｕｌｉｏｆｔｈｅｃａｒｂｏｎ

ｆｉｂｅｒｓ／ｅｐｏｘｙｍａｔｒｉｘｃｏｍｐｏｓｉｔｅｍａｔｅｒｉａｌ ＧＰａ

犆１１ 犆２２ 犆６６ 犆１２

１２＋０．８ｉ 犆１１ ３．３＋０．２ｉ 犆１１－２犆

６６

　　脉冲激光作用可以产生谐波
［２１，２２］，其等效力源

可表示为［２３］

犳（狋）＝
２

σ ２槡π
ｅｘｐ －

（狋－狋０）
２

２σ
２ ω［ ］２ｃ ｓｉｎ（ωｃ狋），

０≤狋≤狋ｄ （１１）

式中σ为激光脉冲宽度的控制参数，狋０ 为脉冲的延

迟时间，ωｃ ＝２π犳ｃ为脉冲的中心圆频率，本文分别

取σ＝１．２，狋０ ＝５μｓ，犳ｃ＝０．５ＭＨｚ。图３（ａ）表示脉

冲激光等效力源的时域波形，对犳（狋）进行傅里叶变

换，即可得到激光激发源的频谱波形犉（犳），如图３

（ｂ）所示。

图３ 激发源的时域波形（ａ）和频谱波形（ｂ）

Ｆｉｇ．３ Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｔｈｅｅｘｃｉｔａｔｉｏｎｓｉｇｎａｌ（ａ）ａｎｄｉｔｓｆｒｅｑｕｅｎｃｙｓｐｅｃｔｒｕｍ（ｂ）

３．２　数值模型和算法

基于上述理论分别建立有限元时域和频域模

型，数值模型的长度犔和厚度犺均设置为３０ｍｍ，

０．１ｍｍ，激光激发源的位置位于狓＝０处。其中有

限元频域模型的吸收区域设置在右端，起始点犛位

于狓＝２０ｍｍ处，长度犔ａｂ设置为１０ｍｍ，调节参数

９３５
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犃＝５０，如图２所示。

有限元模型是否合理的关键在于合理地确定步

长和网格大小。这两者直接影响计算的准确性、稳

定性以及计算效率。有限元时域和频域模型的网格

设置相同，选取自由网格，为满足计算中激光激发超

声波的能量在两个连续节点之间传递，网格大小犔ｅ

可设置为［２４］

犔ｅ≤
１

１０

犆

犳ｍａｘ

， （１２）

式中犆为样品中的纵波波速，犳ｍａｘ 为样品中激光激

发的超声波的最高频率。时域模型的迭代时间步长

Δ狋可选取为
［２４］

Δ狋≤
犔ｅ

犆槡３
． （１３）

　　根据上述选择标准，在保证计算准确和稳定的

前提下，迭代时间步长Δ狋 和网格大小犔ｅ 分别设置

为１０ｎｓ和５０μｍ。此外，激光激发源的频谱范围为

０≤犳≤１ＭＨｚ，如图３（ｂ）所示。频域模型的频率步

长Δ犳 设置为０．００５ＭＨｚ，将激光激发源的频谱分

成２００等份，从而确保数值模型的计算过程具有较

高的效率。

有限元时域模型的激发源犵选取时间狋相关的

脉冲激光犳（狋），如图３（ａ）所示，计算方法采用直接

积分法，按时间步长Δ狋将求解时间域０≤狋≤狋ｄ划分

为若干个时间分量狋犻，将狋犻逐步代入（３），（９）式中进

行计算，即可直接得到对应的时域位移波形。

有限元频域模型的激光激发源犵为频率犳 相

关的脉冲激光频谱犉（犳），如图３（ｂ）所示，计算方法

采用参数求解法，频率犳为求解参数，逐一将２００个

频率分量犳犻 代入（６），（９）式中进行静态分析运算，

即可得到频域中的计算结果。频域中计算结果可以

提供模型的任意节点的位移频谱的波形，其中包含

２００组频率分量犳犻及其对应的位移频谱分量数据，

对位移频谱进行快速傅里叶逆变换（ＩＦＦＴ）数据处

理，即可得到对应的时域位移波形。

３．３　数值结果和讨论

图４显示狓方向上距离激光作用中心为５ｍｍ

的位移波形，实线表示有限元时域解的波形，虚线表

示有限元频域解的傅里叶逆变换解的波形。数值模

拟材料为弹性材料，即计算中忽略碳纤维／环氧树脂

复合材料的粘性特征，令所有的 ″犆犻犼＝０，仅把表１中

的实数作为材料的输入参数，将其视作纯弹性材料

（频域模型的吸收区域除外）。从图中可以看出，在

厚度为０．１ｍｍ的弹性平板中，激光激发的位移波形

图是典型的Ｌａｍｂ波形图，主要由低频的对称模Ｓ０

模和反对称模Ａ０ 模组成。首先到达观测点的是弱

色散的对称模Ｓ０ 模，紧后跟随的是色散的反对称模

Ａ０ 模。横向位移中Ｓ０ 模的振幅大于Ａ０ 模，而垂直

位移中Ｓ０ 模的振幅远远小于 Ａ０ 模。比较两种不

同类型的数值模型计算所得的瞬态位移波形可以看

出，无论是波形的特征，还是不同模式波的到达时间

及位移幅值都吻合得很好，这充分说明有限元频域

算法的正确性。此外，与有限元时域模型相比，频域

模型采用的计算方法是参数求解法，只需进行２００

次静态分析运算，减少了大量的反复迭代次数，所需

的计算内存和时间明显减少。

图４ 弹性平板表面位移波形的时域解和频域的傅里叶逆变换解。（ａ）横向位移；（ｂ）垂直位移

Ｆｉｇ．４ Ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ（ａ）ａｎｄｖｅｒｔｉｃａｌｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ（ｂ）ｗａｖｅｆｏｒｍｓｉｎｔｈｅｅｌａｓｔｉｃｐｌａｔｅｕｓｉｎｇｔｅｍｐｏｒａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ

ａｎｄｆｒｅｑｕｅｎｃｙｓｏｌｕｔｉｏｎｗｉｔｈＩＦＦＴ

　　图５给出厚度为０．１ｍｍ的弹性平板中平面狓

狔的Ｌａｍｂ波相速度色散曲线，从图中可以看出，在

频率范围０≤犳≤１ＭＨｚ中，只有低频的对称模Ｓ０

模和反对称模 Ａ０ 模，且对称模Ｓ０ 模是弱色散的，

反对称模Ａ０ 模是色散的，这与图４中Ｌａｍｂ波瞬态

波形的特征一致。

０４５
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图５ 碳纤维／环氧树脂弹性平板中平面狓狔的色散曲线

Ｆｉｇ．５ Ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎｃｕｒｖｅｓｆｏｒｐｌａｎｅ狓狔ｉｎｃａｒｂｏｎｅｐｏｘｙ

ｅｌａｓｔｉｃｐｌａｔｅ

为了分析粘弹性材料的粘性特征对Ｌａｍｂ波传

播特征的影响，分别建立两个不同有限元频域模型

进行模拟研究。第一个模型是忽略碳纤维／环氧树

脂复合材料的粘性特征，令 ″犆犻犼＝０，仅把表１中的实

数作为材料的输入参数（吸收区域除外），将其视作

纯弹性材料；第二个模型是考虑碳纤维／环氧树脂复

合平板的粘性特征，将表１中的粘弹性劲度参数作

为材料的输入参数，其他数值条件相同。图６显示

狓方向上距离激光作用中心为５ｍｍ有限元频域解

的傅里叶逆变换解位移波形，实线表示粘弹性材料

中的波形，虚线表示弹性材料中的波形。粘弹性瞬

态波形与弹性瞬态波形的轮廓类似，能清晰地分辨

出不同模式波的传播特征。两者的对称模Ｓ０ 模和

反对称模Ａ０ 模的传播速度相等，这表明材料的粘

性特征对Ｌａｍｂ波的传播速度没有影响。比较相同

观测点的粘弹性和弹性瞬态波形可以看出，弹性瞬

态波形的振幅大于粘弹性瞬态波形的振幅，粘弹性

Ｌａｍｂ波的振幅发生明显的衰减；此外，从图６（ａ）还

可以看出，粘弹性Ｌａｍｂ波中Ａ０ 模的振幅衰减幅度

大于Ｓ０ 模的振幅衰减幅度，该现象的物理原因是材

料的粘性特征引起Ｌａｍｂ波的能量耗散，从而表现

为波形的振幅衰减，且不同模式波的衰减（因子）不

同。因此，在计算粘弹性材料中超声波的传播问题，

不可忽略材料的粘性特征。

图６ 弹性平板和粘弹性平坂表面位移波形的频域傅里叶逆变换解。（ａ）横向位移；（ｂ）垂直位移

Ｆｉｇ．６ Ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ（ａ）ａｎｄｖｅｒｔｉｃａｌｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ（ｂ）ｗａｖｅｆｏｒｍｓｉｎｔｈｅｅｌａｓｔｉｃｐｌａｔｅａｎｄ

ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃｐｌａｔｅ，ｕｓｉｎｇｆｒｅｑｕｅｎｃｙｓｏｌｕｔｉｏｎｗｉｔｈＩＦＦＴ

４　结　　论

采用有限元法分别在时域和频域中建立激光激

发Ｌａｍｂ波的数值模型，比较两种算法的求解过程，

进而在频域中计算了激光激发粘弹性Ｌａｍｂ波的传

播问题。结果表明，脉冲激光在薄板表面激发产生

Ｌａｍｂ波，主要由低频的弱色散的对称模Ｓ０ 模和色

散的反对称模 Ａ０ 模组成。此外，有限元频域模型

能有效地处理粘弹性材料中超声波的传播问题，材

料的粘性特征会引起Ｌａｍｂ波的能量耗散，从而表

现为波形的振幅衰减，且不同模式波的衰减（因子）

不同。
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