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基于共面点直接线性变换的摄像机畸变校正
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摘要　直接线性变换（ＤＬＴ）是基于理想的透视变换模型，通过求解线性方程组得到二维（２Ｄ）图像坐标与三维

（３Ｄ）世界坐标的映射关系矩阵，该方法具有求解简单、速度快等优点，但没有考虑透镜畸变的影响。为了达到既求

解简单又能校正畸变的目的，在采用共面点线性求解的基础上充分考虑透镜畸变的影响，在根据摄像机的信息确

定参数初值后，通过最小二乘优化算法修正变换矩阵及畸变系数，得到了最佳参数值，并采用不同位置分布的数据

点对，验证了该方法标定的畸变系数具有相对独立性。最后，利用求得的畸变系数对摄像机获得的方格图像进行

校正，校正后图像的变形有了明显的改善，证明了本方法的有效性。
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１　引　　言

　　直接线性变换（ＤＬＴ）是基于理想的透视变换

模型，通过求解线性方程组得到二维图像坐标与三

维世界坐标的映射关系矩阵，该方法求解简单，计算

方便。但由于加工误差和装配误差的存在，摄像机

光学系统与理想的针孔透视模型有一定的差别，从

而使得物体点在摄像机图像平面上实际所成的像与

理想成像之间存在不同程度的非线性光学畸变。为

了提高图像检测、模式匹配等定量分析的准确性，必

须对畸变进行修正。为此，人们探索了各种修正畸

变的方法［１～６］：除通过分解摄像机的内外参数后再

校正畸变［７～１０］的方法外，还有很多根据特定的几何

形状约束求取畸变系数的方法，如根据共线点的特

征确定畸变系数［１１，１２］，根据同心圆的约束关系计算
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畸变量［１３］，利用测量仪器绘制出无畸变坐标，通过无

畸变图像和畸变图像间的关系确定畸变系数［１４］等。

本文提出的基于共面点的畸变校正算法无需分

解矩阵，也不需要特定的约束关系，仅依靠共面点对

即可完成畸变的校正。利用靠近像面中心的点对采

用线性求解得到变换矩阵的初值后，再考虑镜头的

径向畸变、切向畸变和薄棱镜畸变，通过优化算法求

解出矩阵及畸变系数的最佳值，使畸变量与像素的

位置关系可以准确地表示出来，由此可以对所有图

像点进行畸变校正。本方法用于校正三维传感器摄

像机的畸变，得到了较好的效果。

２　直接线性变换原理

理想的透视变换模型（针孔模型）［１５］如图１所

示，模型中包含世界坐标系犗犡ｗ犢ｗ犣ｗ，摄像机坐标

系犗１狓狔狕，像平面坐标系犗２犡ｕ犢ｕ 和屏幕坐标系

犗３犡ｆ犢ｆ。其中摄像机坐标系犗１狓狔狕坐标原点为透

镜光学中心犗１ 点，狕轴与光轴重合。像平面坐标系

犗２犡ｕ犢ｕ中心在犗２ 点（光轴与像平面的交点），犡ｕ，

犢ｕ平行于狓，狔轴。屏幕坐标系犗３犡ｆ犢ｆ为经图像卡

图１ 透视变换模型

Ｆｉｇ．１ Ｐｅｒｓｐｅｃｔｉｖｅｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｍｏｄｅｌ

采样后得到的计算机显示坐标系。犘（犡ｗ，犢ｗ，犣ｗ）

为世界坐标系中点犘的坐标，犘（狓，狔，狕）为同一点

在摄像机坐标系中的坐标，犘ｕ（犡ｕ，犢ｕ）为理想针孔

模型下犘点的图像坐标，犘ｆ（犡ｆ，犢ｆ）为理想情况下

犘点在经摄像机和图像卡采集得到的屏幕图像像素

坐标。

仅考虑水平面，即犣ｗ ＝０，则世界坐标（犡ｗ，

犢ｗ）与图像像素坐标（犡ｆ，犢ｆ）之间映射关系的齐次

坐标形式可表示为

ρ
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， （１）

式中ρ为比例因子，犕 为变换矩阵。（１）式描述了世界坐标（犡ｗ，犢ｗ），计算机屏幕图像像素坐标（犡ｆ，犢ｆ）和变

换矩阵的关系等式，已知式中的任意两个量可以描述第三个量。设变换矩阵中犿３３ ＝１，则（１）式可以用矩阵

方程形式表示为［１５］

犃犡 ＝犅，

犃＝
犡ｗ犻 犢ｗ犻 １ ０ ０ ０ －犡ｆ犻犡ｗ犻 －犡ｆ犻犢ｗ犻
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， （２）
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Ｔ，

犅＝
犡ｆ犻

犢ｆ
［ ］

犻

，　　（犻＝１，２，３，…，犖）

因此，确定了犖（犖＞４）组世界坐标（犡ｗ，犢ｗ）与计算机屏幕图像像素坐标（犡ｆ，犢ｆ）后，即可用最小二乘法通

过求解（２）式得到变换矩阵犕。由于（２）式为线性方程组，故称为直接线性变换。但在上述的理想针孔变换

模型中没有考虑摄像机的畸变。为了提高精度，必须考虑摄像机畸变的影响。

３　畸变校正

由于摄像机镜头的畸变影响使实际像素坐标与理想像素坐标之间存在较大误差，从而图像的信息发生

了严重的变形。设 （狓ｕ，狔ｕ）为有畸变的像平面实际坐标，（狓ｆ，狔ｆ）为有畸变的数字图像像素坐标，则像平面

坐标系中理想像点坐标值（犡ｕ，犢ｕ）与畸变坐标值（狓ｕ，狔ｕ）的关系为
［１６］
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式中犽１，犽２ 为径向畸变系数，狆１，狆２ 为切向畸变系

数，狊１，狊２ 为薄棱镜畸变系数，它是由于镜头设计缺

陷与加工安装误差造成的。

而理想像平面坐标（犡ｕ，犢ｕ）与理想计算机屏幕

图像坐标（犡ｆ，犢ｆ）的关系为
［１６］

犡ｕ＝ （犡ｆ－犆狓）犛
－１
狓犱狓，

犢ｕ＝ （犢ｆ－犆狔）犱狔，
（４）

式中犆狓，犆狔为镜头光轴与图像平面的交点在像素坐

标系犡ｆ，犢ｆ轴上的坐标值，犛狓 为垂直比例因子，犱狓

为ＣＣＤ在狓方向相邻像敏单元中心距，犱狔为ＣＣＤ在

狔方向相邻像敏单元中心距。

相应地，含有畸变的像平面坐标（狓ｕ，狔ｕ）与含

有畸变的计算机屏幕实际像素坐标（狓ｆ，狔ｆ）也满足

（４）式，即

狓ｕ＝ （狓ｆ－犆狓）犛
－１
狓犱狓，

狔ｕ＝ （狔ｆ－犆狔）犱狔．
（５）

因此，当得到某一点的图像像素坐标（狓ｆ，狔ｆ）后，可

通过（５）式表示为（狓ｕ，狔ｕ），通过（３）式表示为（犡ｕ，

犢ｕ），通过（４）式表示为（犡ｆ，犢ｆ），设犪０＝犛
－１
狓犱狓，则最

终能够将（犡ｆ，犢ｆ）与（狓ｆ，狔ｆ）的关系通过系数（犆狓，

犆狔，犪０，犽１，犽２，狆１，狆２，狊１，狊２）表示。

理论上，采用犖（犖＞４）个点对求解（２）式就可

以得到变换矩阵 犕，但由于摄像机存在畸变，所以

求得的矩阵犕 不是准确值。因此构建目标函数

犉＝∑
犖

犻＝１

［（犡ｆ犻－ ′犡ｆ犻）
２
＋（犢ｆ犻－ ′犢ｆ犻）

２］， （６）

式中（犡ｆ犻，犢ｆ犻）为由系数（犆狓，犆狔，犪０，犽１，犽２，狆１，狆２，

狊１，狊２）表示的某一点（狓ｆ，狔ｆ）的实际像素坐标值，

（′犡ｆ犻，′犢ｆ犻）为假设犕 为某一初值下，由某一点（犡ｗ犻，

犢ｗ犻）根据（１）式计算得到的对应标志点的屏幕图像

像素坐标理论值。如果（犆狓，犆狔，犪０，犽１，犽２，狆１，狆２，狊１，

狊２）和犕选取准确，则（犡ｆ犻，犢ｆ犻）和（′犡ｆ犻，′犢ｆ犻）很接近，

即（６）式的值最小。反过来，如果用某种迭代方法，

已知（犡ｗ，犢ｗ）和（狓ｆ，狔ｆ），当（６）式的值最小时，

（犆狓，犆狔，犪０，犽１，犽２，狆１，狆２，狊１，狊２）和犕 就是所要求的

解。通过犽１，犽２，狆１，狆２，狊１，狊２ 这些系数的引入，就可

对图像畸变进行校正。

４　实验结果

实验采用的摄像机型号为 ＭＴＶ０３Ｋ８０ＡＨＥ，

分辨 率 为８１１ｐｉｘｅｌ×５０８ｐｉｘｅｌ，镜 头 焦 距 犳＝

６．０ｍｍ；图 像 采集卡 为 ＯＫ＿ＭＣ３０，分辨率为

６４０ｐｉｘｅｌ×４８０ｐｉｘｅｌ。为获取共面点对，采用精密二

维平移台带动圆孔靶标作为标定靶，设二维平移台

的中心为原点，控制靶标在平面内做以原点为圆心

的同心圆运动，运动半径从５０～４００ｍｍ，每次递增

５０ｍｍ，在圆上每１０°取一个采样位置，共得到２８８

个世界坐标 （犡ｗ，犢ｗ）采样点，如图２（ａ）所示。在

每一设定的世界坐标位置采集一幅图像，如图２（ｂ）

所示，取狕坐标相同一个圆作为采集目标［如图２

（ｂ）方框所示］，对采集的圆孔图像提取中心坐标，

得到该圆孔的计算机屏幕像素坐标 （狓ｆ，狔ｆ），对每

一幅图像处理后得到与图２（ａ）对应的所有点的计

算机屏幕像素坐标（狓ｆ，狔ｆ），如图２（ｃ）所示。由此就

得到了２８８组（犡ｗ，犢ｗ）和（狓ｆ，狔ｆ）共面点对。

图２ 共面的标定点对。（ａ）世界坐标采样点；（ｂ）采集的图像；（ｃ）相对应的像素坐标的提取结果

Ｆｉｇ．２ Ｃｏｒｐｌａｎａｒｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎｐｏｉｎｔｐａｉｒｓ．（ａ）ｗｏｒｌｄｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓａｍｐｌｉｎｇｐｏｉｎｔｓ；

（ｂ）ｃａｐｔｕｒｅｄｉｍａｇｅ；（ｃ）ｐｉｘｅｌｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｒｅｓｕｌｔ

　　根 据 摄 像 机 参 数 犱狓 ＝ ４．８／８１１ ＝

０．００５９２ｍｍ／ｐｉｘｅｌ，犱狔＝３．６／５０８＝０．００７０７ｍｍ／ｐｉｘｅｌ，

选取初值犆狓＝３２０．０００，犆狔＝２４０．０００，犛狓＝１．０００，

畸变系数犽１，犽２，狆１，狆２，狊１，狊２ 的初值均为０。理论

上，矩阵犕 的初值可为任意，但考虑迭代的收敛和

迭代时间，犕 值应尽量接近真值。考虑图像中心的

０９４
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像素点畸变较小，故选取图２（ａ），（ｃ）中椭圆内包括

的点用于求解矩阵初值犕０，得到的结果如表１中第

２列所示。将参数初值和共面点对坐标 （犡ｗ，犢ｗ），

（狓ｆ，狔ｆ）代入（６）式，利用无约束最小二乘法优化算

法即可求得各参数的最优值。

一般情况下，矩阵犕 的求解会受（狓ｆ，狔ｆ）提取

精度和畸变影响，而畸变系数应是相对独立的，即不

受特征点提取精度和畸变影响，只有这样才有意义。

为了验证标定畸变系数的相对独立性，选取５种不

同位置分布的数据标定同一摄像机，如图３（ａ）中

“＋”所示１４４点为数据１，“·”所示１４４点为数据

２，图３（ｂ）中“＋”所示１４４点为数据３，“·”所示

１４４点为数据４，图３（ａ）中所有２８８点为数据５，得

到参数的优化结果如表１所示，５种情况的重复误

差由表１中最后一列标准偏差（ｓｔａｎｄａｒｄｄｅｖｉａｔｉｏｎ）

表示，可以看出，畸变系数的标准偏差为１０－４量级，

数值很小，说明５种情况下求得的畸变系数基本一

致，畸变系数具有相对独立性。同时可以看出，矩阵

犕 的各元素的标准偏差变化较大，说明矩阵犕 确实

受不同位置分布的数据影响。

图３ 不同位置分布的数据选取

Ｆｉｇ．３ Ｄａｔａｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ

表１ ５种不同位置分布数据的参数优化结果

Ｔａｂｌｅ１ Ｏｐｔｉｍｉｚｅｄｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆ５ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｌｏｃａｔｉｏｎｓｄａｔａｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ
Ｉｎｉｔｉａｌ

ｖａｌｕｅｓ
Ｄａｔａ１ Ｄａｔａ２ Ｄａｔａ３ Ｄａｔａ４ Ｄａｔａ５ Ａｖｅｒａｇｅ

Ｓｔａｎｄａｒｄ

ｄｅｖｉａｔｉｏｎ

犽１ ０ －０．０１５６４ －０．０１５６２ －０．０１５４１ －０．０１５６７ －０．０１５５８ －０．０１５５８４ １．０３×１０－４

犽２ ０ ０．００１１８０ ０．００１１８２ ０．０００９４４ ０．００１５２０ ０．００１２１２ ０．００１２０８ ２．０５×１０－４

狆１ ０ ０．０００８８８ ０．００１０１６ ０．０００８８０ ０．００１１７９ ０．００１２５９ ０．００１０４４ １．７１×１０－４

狆２ ０ ０．０１３５５ ０．０１３８１９ ０．０１３５６７ ０．０１３６６７ ０．０１３６９５ ０．０１３６６０ １．０９×１０－４

狊１ ０ ０．０００２９７ ０．０００３０７ ０．０００５３５ ０．０００４７５ ０．０００３３２ ０．０００３８９ １．０９×１０－４

狊２ ０ －０．０１２５４ －０．０１２９６ －０．０１２８７ －０．０１２５０ －０．０１２７８ －０．０１２７３ ２．０２×１０－４

犪０ 　０．００５９２ ０．００６１０４ ０．００６１３６ ０．００６２４９ ０．００５９７５ ０．００６１０７ ０．００６１１４２９．７７×１０－５

犆狓 ３２０．００００ ３２０．０１５９ ３１９．９６７９ ３２０．０００８ ３２０．００９１ ３２０．００５２ ３１９．９９９７８ １．８７×１０－２

犆狔 ２４０．００００ ２４０．０５８２ ２４０．０３５４ ２４０．０６７７ ２４０．０４１４ ２４０．０４８２ ２４０．０５０１８ １．２９×１０－２

犿１１ －０．６９９１８ －０．６８６０９ －０．６８６１０ －０．６８６１１ －０．６８５５０ －０．６８５４０ －０．６８５８４０ ３．５８×１０－４

犿１２ －０．３１３９９ －０．３０５６９ －０．３０４６６ －０．３０５３８ －０．３０４４９ －０．３０４３７ －０．３０４９１８ ５．８３×１０－４

犿１３ ３３５．２４１６ ３３５．００１３ ３３５．２９９６ ３３５．１３４４ ３３５．１８４８ ３３５．１６８７ ３３５．１５７７６ １．０７×１０－１

犿２１ 　０．０７４２９６ ０．０７６０５６ ０．０７６４２８ ０．０７６２２２ ０．０７６６７３ ０．０７６７３３ ０．０７６４２２４２．８９×１０－４

犿２２ －０．０８９５７ －０．０８４４８ －０．０８３５０ －０．０８４００ －０．０８３７５ －０．０８３４８ －０．０８３８４２ ４．１５×１０－４

犿２３ １３８．８６１５ １３９．８６２２ １３９．８９５２ １３９．８５１３ １３９．８９３４ １３９．８７６１ １３９．８７５６４ １．９２×１０－２

犿３１ －０．０００６１ －０．０００５９ －０．０００５８ －０．０００５９ －０．０００５８ －０．０００５８ －０．０００５８４ ５．４８×１０－６

犿３２ 　０．０００５８９ ０．０００５９９ ０．０００６０３ ０．０００６００ ０．０００６０２ ０．０００６０３ ０．０００６０１４１．８２×１０－６

犚ｒｓｓ 　 ２２６．１３５３ ２２３．３２３８ ２２２．１６５８ ２２０．５１８１ ２１９．６２３３ ２２２．３５３３ 　

　　为了进一步验证，和摄像机经典的Ｔｓａｉ
［１０］标定

方法进行比较，使用数据５的２８８个点用Ｔｓａｉ方法

得到的结果如表２所示，比较犽１ 值，Ｔｓａｉ方法与

表１数据５的犽１相差２．２％，结果比较吻合，不同的

１９４
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表２ Ｔｓａｉ标定结果

Ｔａｂｌｅ２ Ｔｓａｉｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓ

Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ 犳 犽１ 犚 犜 犚ｒｓｓ

Ｖａｌｕｅ ６．０２１ ０．０１５２４

－０．６８４ －０．７２９ －０．０１０ ４４．４７８

０．３０２ －０．２９６ ０．９０６ －１０６．３２５

－０．６６３ ０．６１７ ０．４２３ １０５７．３７

４４０．９４４８

图４ 方格图像校正前后结果

Ｆｉｇ．４ Ｓｑｕａｒｅｉｍａｇｅｂｅｆｏｒｅａｎｄａｆｔｅｒｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎ

是本文方法不仅考虑了一阶径向畸变，还考虑了二

阶径向畸变、切向畸变和薄棱镜畸变。为了比较标

定精度，将２８８个像素坐标点通过标定结果反求到

世界坐标值，并求其与世界坐标真值的残差平方和

（ＲＳＳ，犚ｒｓｓ）。表１得到的５种情况的犚ｒｓｓ最大值为

２２６．１３５３，表２表示的Ｔｓａｉ方法的犚ｒｓｓ为４４０．９４４８，

表明本文方法得到的犚ｒｓｓ值明显小于Ｔｓａｉ方法。

为了检验有效性，采用方格图像进行实验验证，

图４（ａ）所示为摄像机采集到的原始图像，从图中可

以看出，图像由于畸变发生了明显的弯曲变形。将

图像各点的像素坐标 （狓ｆ，狔ｆ）利用表１中获得的参

数值及（３），（４）式求出各点的无畸变像素坐标（犡ｆ，

犢ｆ），再将原图像中像素点（狓ｆ，狔ｆ）的灰度值相应地

赋给求出的无畸变像素坐标点（犡ｆ，犢ｆ），就可以得

到校正后的图像，结果如图４（ｂ）所示，从图中可以

看出，图像的变形有了明显的改善。为了进一步评价

图像畸变校正的效果，使用直线拟合的残差平方和

作为度量值，该值为边上各点到所拟合直线的距离

的平方和，犚ｒｓｓ值越小反映出边的直线度越好、畸变

越小，反之则说明畸变越大。在进行直线拟合之前，

先对图像进行细化操作，使其每条边都为一个像素

宽度，这样可以避免因像素宽度不同带来的影响，更

容易直观评价直线度的好坏。分别对图４（ａ），（ｂ）

细化后的结果如图４（ｃ），（ｄ）所示，在图４（ｃ）中将各

边编号从上到下依次编号为１１，１２，１３，１４，１５，从左

到右依次编号为２１，２２，２３，２４，２５，２６，２７，分别对校

正前后的上述１２条边进行直线拟合，拟合方程为狔ｆ

＝犪１１狓ｆ＋犪１２，犢ｆ＝犪２１犡ｆ＋犪２２，其中，犪１１，犪２１为直线

的斜率，犪１２，犪２２ 为直线与狔ｆ，犢ｆ轴交点坐标。求得校

正前后各边直线拟合的结果如表３所示，从表中可

以看出，校正前各边的犚ｒｓｓ值（犚ｒｓｓ１）除了中心线１３，

２４外，其他各边都较大，说明中心线畸变不严重，中

心以外畸变较大，符合实际情况。校正后各边的犚ｒｓｓ

值（犚ｒｓｓ２）明显小于犚ｒｓｓ１，说明各边的直线度均有了

显著改善，特别是边缘线１１，１５，２１，２７残差平方和

减小最多，分别减小７２．０２，８４．５５，３５．３３，３３．２３，说

明对这些边的校正效果也是最显著的，当然，由于这

些线处在视场边缘，相比中心线还是有一定的畸变，

２９４
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但与原图像相比已有了很大改善。综上所述，说明

本文提出的基于共面点的畸变校正算法能有效校正

摄像机畸变，从而校正由畸变引起的图像几何失真，

提升图像质量。

表３ 图４（ｃ），（ｄ）中１２条直线的拟合结果

Ｔａｂｌｅ３ Ｆｉｔｔｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｅ１２ｌｉｎｅｓｉｎＦｉｇ．４（ｃ），（ｄ）

Ｎｏ．
Ｂｅｆｏｒｅｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎ Ａｆｔｅｒｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎ

犪１１ 犪１２ 犚ｒｓｓ１ 犪２１ 犪２２ 犚ｒｓｓ２

Δ犚ｒｓｓ＝

犚ｒｓｓ１－Ｒｒｓｓ２

１１ ０．００２６ －４９．８９ ９８．０９ －０．００５６ －４１．４２８ ２６．０７ ７２．０２

１２ －０．０００９６ －１４２．４８ ４５．３７ －０．００３３ －１３９．７８ １１．８１ ３３．５６

１３ －０．００３５ －２３８．５７ １０．１９ －０．００１２ －２３９．２１ ５．４５ ４．７４

１４ －０．００６０ －３３４．９３ ５９．０６ ０．００１７ －３３８．６１ ８．９７ ５０．０９

１５ －０．００７７ －４２８．２０ １０７．３９ ０．００４６ －４３６．６７ ２２．８４ ８４．５５

２１ ７７．１０ －３３２０．１２ ７０．３６ １６７．９０ －３２６５．３３ ３５．０３ ３５．３３

２２ ９２．５２ －１１９１９．７０ ５０．２６ １６６．６７ －１９７４１．６７ １８．５８ ３１．６８

２３ １１８．２１ －２６１９５．７１ ２７．２８ １７３．２０ －３７８４９．８７ ７．８０ １９．４８

２４ １６７．５２ －５３２８７．４８ ６．４４ １８９．９３ －６０４６１．５４ ５．５５ ０．８９

２５ ２１２．０６ －８８４３２．０１ １９．４８ １６４．３４ －６８６３８．２４ ９．６１ ９．８７

２６ ４００．０５ －２０４７６０．５７ ４３．７３ １６２．７２ －８３８５７．７５ １９．３７ ２４．３６

２７ ２１８７．８０ －１３１３４８９．９８ ６６．３４ １５０．５１ －９１９５９．７８ ３３．１１ ３３．２３

５　结　　论

基于共面点对，在采用直接线性变换求取变换

矩阵初值的基础上，充分考虑系统径向畸变、切向畸

变和薄棱镜畸变的影响，利用最小二乘法优化算法

得到了畸变系数的准确表达，实现了对摄像机采集

图像上各像素点的畸变校正。通过对采集的方格图

像校正结果的分析表明，本文算法能够有效校正摄

像机畸变，改善图像质量。
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