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椭圆高斯光束的二维轴对称分数傅里叶变换特性
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摘要　以椭圆梯度折射率介质作为实现二维轴对称分数傅里叶变换（ＦＲＦＴ）的光学系统，利用分数傅里叶变换与

维格纳（Ｗｉｇｎｅｒ）分布函数旋转等效的性质，推导出了椭圆高斯光束在二维轴对称分数傅里叶变换面上束宽和光强

分布的解析表达式，研究了光束光强和束宽随二维轴对称分数傅里叶变换阶数的变化规律，并对数值计算结果进

行了分析和讨论。研究表明，光束在二维轴对称分数傅里叶变换出射面上光束光强和束宽分别随各自方向的变换

阶数变化；在特定出射面上椭圆高斯光束变为圆高斯光束；若入射面光束束宽狑狓 小于狑狔 ，在特定出射面上将出现

狑狓 大于狑狔 。该方法可用于其他光束二维轴对称分数傅里叶变化性质的分析，同时也可直接推广到透镜系统，有

望在光束传输、耦合等领域获得实际应用。
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１　引　　言

１９９３年以来，Ｍｅｎｄｌｏｖｉｃ等
［１，２］将分数傅里叶变

换的概念引入光学领域并做了一系列的研究，他们

在梯度折射率 （ｇｒａｄｉｅｎｔｉｎｄｅｘ，ＧＲＩＮ）介质中找

到了分数傅里叶变换的光学解释［１］。Ｌｏｈｍａｎｎ
［３］采

用维格纳（Ｗｉｇｎｅｒ）分布函数定义了分数傅里叶变

换，并给出了利用单透镜和双透镜实现分数阶傅里

叶变换的结构。通常情况下的二维分数傅里叶变换
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具有旋转对称性（即在狓狅狔 平面内变换阶数相等，

狆狓 ＝狆狔），事实上具有轴对称性的二维分数傅里叶

变换（即狓狅狔平面内变换阶数不相等，狆狓 ≠狆狔 ）具

有更广泛的应用价值，对此，１９９８年Ａ．Ｓａｈｉｎ等
［４］

进行了较为系统的研究，给出了实现它的透镜系统。

同年，Ｙ．Ｌｉ等
［５］指出椭圆梯度折射率 （ｅｌｌｉｐｔｉｃ

ｇｒａｄｉｅｎｔｉｎｄｅｘ，ＥＧＲＩＮ）介质也可以实现二维轴对

称分数傅里叶变换。

目前，光束分数傅里叶变换是该领域研究的热

点，研究者已采用不同的方法研究了多种光束的二

维旋转对称分数傅里叶变换特性［６～１６］，但对光束的

二维轴对称分数傅里叶变换特性的研究还未见文献

报道。本文以椭圆梯度折射率介质作为实现二维轴

对称分数傅里叶变换的光学系统，利用 Ｗｉｇｎｅｒ分

布函数分析法，推导出了椭圆高斯光束参数通过二

维轴对称分数傅里叶变换系统的解析公式，研究了

椭圆高斯光束的光束参数随二维轴对称分数傅里叶

变换阶数变化的规律。

２　理论分析

椭圆梯度折射率介质折射率分布为［５］

狀２（狓，狔）＝狀
２
０ １－

狀狓
狀（ ）
０

狓２－
狀狔
狀（ ）
０
狔［ ］２ ， （１）

式中狀０，狀狓，狀狔 为椭圆梯度折射率介质的参数。

Ｙ．Ｌｉ等
［５］已证明椭圆梯度折射率介质可以实

现二维轴对称分数傅里叶变换，其介质参数与变换

阶数之间满足关系

狆狓 ＝
犔
犔狓
，犔狓 ＝

π
２

狀０
狀槡狓

＝
π
２β狓
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π
２
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烅

烄

烆 狓

， （２）

式中狆狓，狆狔 分别为狓，狔方向上分数傅里叶变换阶数；

β狓＝ 狀狓／狀槡 ０，β狔＝ 狀狔／狀槡 ０ ；γ＝狆狔／狆狓 ，显然，γ由介

质参数决定，与介质的长度犔无关。当犔＝犔狓 ＝

π／（２β狓）［或犔＝犔狔 ＝π／（２β狔）］时，狆狓 ＝１（或狆狔 ＝

１），此时，在狓（或狔）方向上分别实现常规傅里叶变

换；而当犔＝狆狓犔狓（或犔＝狆狔犔狔）时，在狓（或狔）方向

上分别实现狆狓（或狆狔）阶傅里叶变换。

Ｌｏｈｍａｎｎ
［３］指出一个函数的分数傅里叶变换可

等效为其 Ｗｉｇｎｅｒ分布函数的旋转，狆狓（或狆狔）阶分

数傅里叶变换对应 Ｗｉｇｎｅｒ分布函数旋转角度

φ狓（或φ狔）为

φ狓 ＝
π
２
·狆狓，φ狔 ＝

π
２
·狆狔． （３）

椭圆高斯光束在入射面狕＝０平面场分布函数为

犈（狓，狔，０）＝犈０ｅｘｐ －
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＋
狔
２

狑２０（ ）［ ］
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， （４）

式中狑０狓，狑０狔 分别表示椭圆高斯光束在狕＝０平面狓

方向和狔方向的束腰宽度。为计算方便，令犈０＝１。

在狕＝０平面椭圆高斯光束的 Ｗｉｇｎｅｒ分布函

数为［３］
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式中表示取共轭，μ０，ν０ 为角坐标，λ为入射光波波长，
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狓狑

２
０狓μ

２
０

λ（ ）２
，

犠狔０（狔０，ν０，０）＝ ２槡π狑０狔ｅｘｐ －
２狔

２
０

狑２０（ ）
狔

ｅｘｐ －
２π

２

β
２
狔狑

２
０狔ν

２
０

λ（ ）２

烅

烄

烆
．

（６）

　　引入 Ｗｉｇｎｅｒ分布函数旋转角φ狓，φ狔 后可以表示为
［３］

犠狆（狓，μ，狔，ν）＝犠０（狓ｃｏｓφ狓－μｓｉｎφ狓，狔ｃｏｓφ狔－νｓｉｎφ狔，μｃｏｓφ狓＋狓ｓｉｎφ狓，νｃｏｓφ狔＋狔ｓｉｎφ狔）＝

犠狓狆（狓，μ）犠狔狆（狔，ν）， （７）

式中

犠狓狆（狓，μ）＝ ２槡π狑０狓ｅｘｐ －２
ｃｏｓ２φ狓
狑２
０狓

＋
π
２

β
２
狓狑

２
０狓ｓｉｎ

２

φ狓

λ（ ）２ 狓２［｛ ＋

１

狑２０狓
－
π
２

β
２
狓狑

２
０狓

λ（ ）２ ｓｉｎ２φ狓狓μ＋
ｓｉｎ２φ狓
狑２
０狓

＋
π
２

β
２
狓狑

２
０狓ｃｏｓ

２

φ狓

λ（ ）２ μ ］｝２ ，

５４４
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犠狔狆（狔，ν）＝ ２槡π狑０狔ｅｘｐ －２
ｃｏｓ２φ狔
狑２
０狔

＋
π
２

β
２
狔狑

２
０狔ｓｉｎ

２

φ狔
λ（ ）２ 狔

２［｛ ＋

１

狑２０狔
－
π
２

β
２
狔狑

２
０狔

λ（ ）２ ｓｉｎ２φ狔狔ν＋
ｓｉｎ２φ狔
狑２
０狔

＋
π
２

β
２
狔狑

２
０狔ｃｏｓ

２

φ狔
λ（ ）２ ν］｝２ ．

（８）

　　对于光强分布函数犐（狓，狔），可由 Ｗｉｇｎｅｒ分布函数积分得到
［３］

犐（狓，狔）＝β
狓β狔
λ
２∫

∞

－∞
∫
∞

－∞

犠（狓，狔，μ，ν）ｄμｄν． （９）

　　经过繁冗的积分运算，由（９）式可以求出经狆狓，狆狔 阶分数傅里叶变换后的光强分布函数

犐狆（狓，狔）＝
犣０狓犣０狔β狓β狔

槡犿狀
ｅｘｐ －２

犣２０狓β
２
狓

狑２
０狓

１

犿
狓２＋

犣２０狔β
２
狔

狑２
０狔

１

狀
狔（ ）［ ］２ ， （１０）

式中犿＝ｓｉｎ
２

φ狓＋犣
２
０狓β

２
狓ｃｏｓ

２

φ狓，狀＝ｓｉｎ
２

φ狔＋犣
２
０狔β

２
狔ｃｏｓ

２

φ狔；犣０狓 ＝π狑
２
０狓／λ，犣０狔 ＝π狑

２
０狔／λ分别为椭圆高斯光束

在狓，狔方向上的瑞利长度。

由（３），（１０）式可以看出，在给定入射参数的情况下，椭圆高斯光束在二维轴对称分数傅里叶变换面上光

强取决于狆狓 及狆狔 。

令狓＝０，狔＝０，从（１０）式可以得到椭圆高斯光束轴上光强随分数傅里叶变换阶数变化的公式

犐（０，０）＝
２犣０狓犣０狔β狓β狔

（１＋犣
２
０狓β

２
狓）＋（犣

２
０狓β

２
狓－１）ｃｏｓ２φ槡 狓 × （１＋犣

２
０狔β

２
狔）＋（犣

２
０狔β

２
狔－１）ｃｏｓ２φ槡 狔

． （１１）

由（１１）式可知，轴上光强极值的出现在狓，狔方向上不同步，狓（或狔）方向上轴上光强取值不仅与分数傅里叶

变换阶数狆狓（或狆狔）有关，而且取决于椭圆高斯光束的瑞利长度犣０狓（或犣０狔）和介质参数β狓（或β狔）。

由二阶矩方法，还可以得到椭圆高斯光束经过狆狓（或狆狔）阶分数傅里叶变换后，在狆狓（或狆狔）阶分数傅里

叶变换平面上光束束宽狑狓，狑狔 的解析计算公式

狑狓 ＝２ 〈狓２槡 〉＝
１

２
１＋

１

犣２０狓β
２（ ）
狓
＋ １－

１

犣２０狓β
２（ ）
狓

ｃｏｓ２φ［ ］槡 狓 狑０狓，

狑狔 ＝２ 〈狔
２

槡 〉＝
１

２
１＋

１

犣２０狔β
２（ ）
狔

＋ １－
１

犣２０狔β
２（ ）
狔

ｃｏｓ２φ［ ］槡 狔 狑０狔

烅

烄

烆
，

（１２）

式中 〈狓２〉，〈狔
２〉为方差矩阵元，其定义为：

〈狓２〉＝
∫
∞

－∞
∫
∞

－∞

狓２犠狆 狓，狔，狌，（ ）νｄ狓ｄ狔ｄ狌ｄν

∫
∞

－∞
∫
∞

－∞

犠狆 狓，狔，狌，（ ）νｄ狓ｄ狔ｄ狌ｄν

，　〈狔
２〉＝
∫
∞

－∞
∫
∞

－∞

狔
２犠狆 狓，狔，狌，（ ）νｄ狓ｄ狔ｄ狌ｄν

∫
∞

－∞
∫
∞

－∞

犠狆 狓，狔，狌，（ ）νｄ狓ｄ狔ｄ狌ｄν

．

　　从（１２）式可以看出，在狓，狔方向上光束束宽随

分数傅里叶变换阶数狆狓，狆狔 周期性变化，且其周期

对应分数傅里叶变换阶数狆狓 ＝２，狆狔 ＝２。

由（１２）式还可以看出，在犣０狓 ≥１／β狓 （或犣０狔 ≥

１／β狔）的条件下，当ｃｏｓ２φ狓＝－１（或ｃｏｓ２φ狔＝－１），

即φ狓 ＝犽π＋π／２，狆狓 ＝２犽＋１（或φ狔 ＝犽π＋π／２，

狆狔 ＝２犽＋１），狓（或狔）方向光束束宽达到最小值，

狑狓ｍｉｎ＝狑０狓／（犣０狓β狓）［或狑狔ｍｉｎ ＝狑０狔／（犣０狔β狔）］。当

ｃｏｓ２φ狓＝１（或ｃｏｓ２φ狔＝１），即φ狓＝犽π，狆狓＝２犽（或

φ狔 ＝犽π，狆狔 ＝２犽）时，狓（或狔）方向光束束宽达到最

大值，狑狓ｍａｘ＝狑０狓 （或狑狔ｍａｘ＝狑０狔）。反之亦然。显

然，当犣０狓＞１／β狓（或犣０狔＞１／β狔）时，系统对光束具有

聚焦作用，而当犣０狓＜１／β狓（或犣０狔＜１／β狔）时，系统对

光束具有发散作用。

由以上分析可知，椭圆高斯光束在分数傅里叶

变换平面上光束束宽狑狓，狑狔 随阶数的变化在狓，狔

方向上不同步，狑狓，狑狔 不仅与分数傅里叶变换阶数

狆狓，狆狔 有关，而且还与椭圆高斯光束的瑞利长度

犣０狓，犣０狔 和介质参数β狓，β狔 有关。

利用（１２）式，可以推导出当二维轴对称分数傅

里叶变换阶数满足条件

１＋
１

犣２０狓β
２
狓

＋ １－
１

犣２０狓β
２（ ）
狓

ｃｏｓ２φ狓 ＝

狑２０狔
狑２
０狓

１＋
１

犣２０狔β
２（ ）
狔

＋ １－
１

犣２０狔β
２（ ）［ ］
狔

ｃｏｓ２φ狔 （１３）

时，光束束宽狑狓，狑狔 相等，此时，光束是完全对称化

６４４
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的圆高斯光束。

当入射、出射光束束宽狑０狓 ，狑０狔 ，狑狓 和狑狔 已

知时，可以由（１２）式来确定分数傅里叶变换阶数

狆狓 ，狆狔 和所需介质的参数β狓，β狔 。

３　数值计算和讨论

利用（１０）式进行数值计算，可得到不同阶数的

二维轴对称分数傅里叶变换平面上椭圆高斯光束的

光强分布图，如图１（注意各图坐标范围不同）所示。

计算用光束参数为：狑０狓＝２．０ｍｍ，狑０狔＝４．５ｍｍ，

λ＝１．０６μｍ，１／β狓 ＝２５ｍｍ，１／β狔 ＝６．２５ｍｍ，

γ＝β狔／β狓 ＝４．０，此 时，瑞 利 长 度 分 别 为：

犣０狓 ＝π狑
２
０狓／λ＝９５．８ｍｍ ＞１／β狓，犣０狔 ＝π狑

２
０狔／λ＝

４８５．４ｍｍ＞１／β狔 。

图１ 椭圆高斯光束在不同阶数的二维轴对称分数傅里叶变换平面上光强等值线分布图

Ｆｉｇ．１ ＣｏｎｔｏｕｒｇｒａｐｈｓｏｆｔｈｅｉｎｔｅｎｓｉｔｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｅｌｌｉｐｔｉｃａｌＧａｕｓｓｉａｎｂｅａｍｓｏｎｔｈｅ２ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｘｉａｌ

ｓｙｍｍｅｔｒｉｃＦＲＦＴｐｌａｎｅｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｆｒａｃｔｉｏｎａｌｏｒｄｅｒｓ

　　在给定介质参数和入射光束参数的情况下，对于

一定阶数的二维轴对称分数傅里叶变换阶数，由理论

计算可以得出出射光束参数及介质长度，计算结果见

表１，其给出了光束束宽和介质长度随二维分数傅里

叶变换阶数的变化关系以及和图１的对应关系。

由图１可以看出二维分数傅里叶变换的阶数对

椭圆高斯光束的光强分布有很大影响。结合图１和

表１可以看出光斑在狓方向和狔方向的光束束宽随

分数傅里叶变换独立地进行周期性变化。当狆狓＝２，

狆狔 ＝８时，光束实现自再现，如图１（ｆ）所示，此时，

光束狓，狔方向的束宽均达到最大值。当狆狓 ＝１，

狆狔 ＝４时，光束狓方向的束宽达到最小值，而在狔

方向的束宽达到最大值，如图１（ｄ）所示。由（１３）式

可以求出对称化的圆高斯光束所对应的分数傅里叶

变换阶数，图１（ｂ）和（ｃ）给出的是当狆狓 ＝０．１８，

狆狔 ＝０．７２，狆狓 ＝０．７２，狆狔 ＝２．８８时圆高斯光束的

情况。虽然计算采用的入射光束狓方向束宽小于狔

方向束宽，但在经过一定阶数二维轴对称分数傅里

叶变换时，狓方向束宽却大于狔方向的束宽，如图１

（ｅ）所示，此时，狆狓＝１．７２，狆狔＝６．８８。由分析可以

看出二维轴对称分数傅里叶变换的阶数对光束的参

数有很大影响，对不同阶数的二维轴对称分数傅里

叶变换，输出光束的参数变化很大，该结果可为实际

的工程设计提供较大的自由度。

表１　光束束宽和介质长度随二维轴对称分数傅里叶变换阶数的变化关系及与图１的对应关系

Ｔａｂｌｅ１　Ｂｅａｍｗｉｄｔｈａｎｄｍｅｄｉｕｍｌｅｎｇｔｈｏｎｔｈｅ２ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｘｉａｌｓｙｍｍｅｔｒｉｃＦＲＦＴｐｌａｎｅｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｆｒａｃｔｉｏｎａｌ

Ｆｏｕｒｉｅｒｏｒｄｅｒａｎｄｉｔ′ｓｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏＦｉｇ．１

狆狓，狆狔 Ｌｅｎｇｔｈｏｆｔｈｅｍｅｄｉｕｍ／ｍｍ Ｂｅａｍｗｉｄｔｈ／ｍｍ ＳｅｑｕｅｎｃｅｎｕｍｂｅｒｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏＦｉｇ．１

０．０，０．０ ０．０ ２．０，４．５ （ａ）

０．１８，０．７２ ７．０６ １．９２，１．９２ （ｂ）

０．７２，２．８８ ２８．１２ ０．９４，０．９４ （ｃ）

１．０，４．０ ３９．２７ ０．４２，４．５ （ｄ）

１．７２，６．８８ ６７．５４ １．８２，０．８４ （ｅ）

２．０，８．０ ７８．５ ２．０，４．５ （ｆ）

７４４
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４　结　　论

以椭圆梯度折射率介质作为实现二维轴对称分

数傅里叶变换的光学系统，利用分数傅里叶变换与

Ｗｉｇｎｅｒ分布函数旋转等效的性质，推导出了椭圆高

斯光束在二维轴对称分数傅里叶变换平面上光强分

布的解析公式和其束宽随分数傅里叶变换的阶数变

化的解析公式。用此解析公式研究了椭圆高斯光束

的二维轴对称分数傅里叶变换特性。

研究表明，二维轴对称分数傅里叶变换阶数对

椭圆高斯光束的光强分布有明显影响，某一方向光

斑尺寸随该方向阶数周期性变化；通过适当选取二

维轴对称分数傅里叶变换阶数可以使椭圆高斯光束

在狓，狔方向的束宽相等，实现椭圆高斯光束的对称

化，同时，若入射面上狓方向束宽大于狔方向束宽，

在特定出射面上狓方向束宽大于狔方向束宽。由本

文的解析结果可以分析给定椭圆高斯光束的二维轴

对称分数傅里叶变换特性，也可以根据实际需要在

已知光束相关参数的情况下确定实现光束二维轴对

称分数傅里叶变换所需椭圆梯度折射率介质的参

数，该结果有望获得应用实际。同样是研究椭圆高

斯光束的分数傅里叶变换，但与文献［６］相比，本文

采取了不同研究方法，更重要的是本文研究了椭圆

高斯光束的二维轴对称（文献［６］为旋转对称）分数

傅里叶变换特性。由于已经证明二维轴对称分数傅

里叶变换两种定义是等价的，所以本文的研究结果

可直接推广至由透镜系统实现的二维轴对称分数傅

里叶变换。
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