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一种新的小波变换空间载频条纹相位重建方法

李思坤　苏显渝　陈文静
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摘要　为了从小波变换系数幅值中得到一种完备的可靠度因子，提出了一种新的子小波定义，并将其应用到空间

载频条纹相位重建中。通过提取小波脊处的小波变换系数的相位，提取载频条纹相位信息。利用子小波定义，小

波变换脊处的小波变换系数幅值同时包含了载频条纹的调制度信息和密度信息，能够有效地表示相位提取的可靠

度。给出了新子小波定义在空间载频条纹相位重建中应用的严格理论论证，证明了在新子小波定义下的小波变换

系数幅值可以作为相位提取的可靠度因子。计算机模拟和实验验证了所提方法的有效性。
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１　引　　言

基于结构光的空间载频条纹投影技术由于只需

要一帧图像就可以记录物体轮廓信息而受到广泛关

注。随着数字信号处理技术的发展，傅里叶变换、窗

口傅里叶变换、小波变换等相继被应用到空间载频

条纹相位分析中，出现了傅里叶变换轮廓术［１，２］、窗

口傅里叶变换轮廓术［３，４］和小波变换轮廓术［５～１０］。

小波变换由于其优秀的多分辨率分析能力和局部化

分析能力在处理条纹存在局部不完善和相位突变的

情况具有突出优势。由于小波变换的多分辨率分析

能力和局部化分析能力来源于小波变换核函数———子

小波，所以子小波的定义形式对小波变换系数幅值

有很大影响。通常所用的小波变换中子小波有两种

定义：一种为以１／槡犪归一化的母小波，另一种为以

１／犪归一化的母小波（犪＞０为小波的伸缩因子）。

文献［１０］以严格的公式推导讨论了这两种子小波定

义在空间载频相位分析中应用的区别：第一种子小

波定义下得到的小波脊处的小波变换系数的幅值正
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比于条纹的调制度信息和１／槡犳（犳是条纹局部空间

频率，反映了条纹密度信息，犳越大条纹越密）；第二

种子小波定义下得到的小波脊处的小波变换系数的

幅值仅正比于条纹的调制度信息，不包含条纹密度

信息。

小波变换相位分析方法和其他两种方法一样，

最后得到的相位仍然是截断相位，需要以一定的方

法进行相位展开得到其自然相位分布。在现有的相

位展开方法中，以可靠度导向方法效果优异［１１］。可

靠度导向相位展开方法以一个代表了相位提取可靠

度的因子引导相位展开路径，从高可靠度区域向低

可靠度区域展开，可将误差传递限制在最小的程度。

傅里叶变换轮廓术中的加权调制度信息是一种常用

的可靠度因子，它同时包含了条纹的调制度信息和

密度信息［１１～１４］。调制度大的区域条纹质量好、相位

提取可靠度高。和未变形的参考条纹相比较，变形

条纹局部密度变大或者变小的区域表示该区域物体

高度变化陡峭，这些位置处通常相位提取的精度下

降。在调制度信息中增加条纹密度信息可以有效减

小局部条纹不完备（比如局部条纹过密引起欠抽样、

局部条纹丢失引起条纹密度过大以及调制度过低

等）造成条纹质量下降，进而导致的相位提取精度下

降，有利于形成更完备的可靠度模板。傅里叶变换

方法中采用汉宁滤波窗对变形条纹图的基频进行加

权滤波，然后对滤出的基频信息做逆傅里叶变换，加

权调制度信息可以方便地从得到的复信号的幅值中

获得［１１～１４］。通过加权滤波对接近基频信息的部分

赋予较大的权重使得变形条纹相对于参考条纹密度

变化小的区域被赋予较大的可靠度因子，远离基频

的成分赋予较小的权重使得变形条纹相对于参考条

纹密度变化较大的区域被赋予较小的可靠度因子，

将条纹的密度信息增加到调制度信息中。在两种常

用的小波变换中得到的幅值信息都包含了调制度信

息，但是两者均没有把条纹密度信息正确地加入到

调制度信息中。而且小波变换方法中并未涉及频谱

滤波操作，不能像傅里叶变换方法中通过加权滤波

将条纹密度信息增加到幅值信息中。为了从小波变

换幅值中得到一种较完备的可靠度因子，本文提出

了一种新子小波定义，在该定义下，小波变换脊处的

小波变换系数幅值同时包含了载频条纹的调制度信

息和密度信息，可以作为相位提取可靠度因子指导

相位展开，同时利用该子小波进行小波变换也可以

直接用来提取载频条纹相位信息。

２　新小波变换定义及其在空间载频条

纹相位重建中的应用

光学载频条纹的形式通常为

（）犐狓 ＝ （）犃 狓 ＋ （）犅 狓ｃｏｓφ（）狓 ＝犃０＋

１

２
犅０ｅｘｐｊφ（）［ ］狓 ＋

１

２
犅０ｅｘｐ －ｊφ（）［ ］狓 ， （１）

式中φ（）狓 为条纹图的相位， （）犃 狓 表示背景光强分

布，（）犅狓 代表调制度， （）犃 狓 和 （）犅 狓 相对于载频信

息通常是缓慢变化的，可以分别看作常数犃０ 和犅０。

对 （）犐狓 的小波变换可以表示为

犠 犪，（ ）犫 ＝∫
∞

－ ∞

（）犐狓ψ

犪，犫（）狓 ｄ狓， （２）

式中犠 犪，（ ）犫 为小波变换系数，犪＞０为和频率有关

的伸缩因子，犫代表和位置狓 有关的位移因子，

＂＂表示共轭。这里选择空域和频域局部化能力较

好的复 Ｍｏｒｌｅｔ小波作为母小波，其常用定义式为

ψ（）狓 ＝
１

π犉槡 ｂ

ｅｘｐｊ２π犉ｃ（ ）狓ｅｘｐ －
１

犉ｂ
狓（ ）２ ，（３）

式中犉ｂ 和犉ｃ 分别为母小波的带宽和中心频率。

选择 常 用 的 子 小 波 定 义 之 一 ψ犪，犫 （）狓 ＝１／犪

ψ （狓－犫）／［ ］犪 ，首先对未经物体调制的参考条纹图

进行小波变换，提取小波脊处对应的伸缩因子犪０，

根据文献［１０］伸缩因子犪０ 和参考条纹图相位梯度

φ′０（）狓 （也称为角频率）之间的关系为

犪０ ＝
２π犉ｃ

φ′０（）狓
， （４）

由（４）式可知，参考条纹小波变换脊处的伸缩因子

犪０ 即代表了参考条纹的密度信息。

新的子小波定义为

ψ犪，犫（）狓 ＝
ｅｘｐ － 犪－犪（ ）０［ ］２

犪 ψ
狓－犫（ ）犪

， （５）

对变形条纹 （）犐狓 进行小波变换，得到

犠 犪，（ ）犫 ＝∫
∞

－∞
Ａ０ψ


犪，犫（）狓 ｄ狓＋

∫
∞

－∞

１

２
犅０ｅｘｐｊφ（）［ ］狓 ψ


犪，犫（）狓 ｄ狓＋

∫
∞

－∞

１

２
犅０ｅｘｐ －ｊφ（）［ ］狓 ψ


犪，犫（）狓 ｄ狓＝

犠１＋犠２＋犠３

， （６）

在位置犫处对相位函数φ（）狓 进行泰勒级数展开

φ（）狓 ＝φ（）犫 ＋φ （）′犫 狓－（ ）犫 ＋

φ＂（）犫
２！

狓－（ ）犫 ２
＋…， （７）

对大多数的载频条纹而言，φ （）′犫 是缓慢变化的，可

以认为φ＂（）犫 ≈φ（）犫 ≈…≈０，所以可以忽略

（７）式中 狓－（ ）犫 的高阶项。（６）式可进一步写为

１６０３
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犠１ ＝∫
∞

－∞
犃０ψ


犪，犫（）狓 ｄ狓

犠２ ＝
１

２
犅０ｅｘｐ －（犪－犪０）［ ］２ ｅｘｐ － π犉ｃ 犉槡 ｂ

φ （）′犫犪
２π犉ｃ

－［ ］｛ ｝１｛ ｝
２

ｅｘｐｊφ（）［ ］犫

犠３ ＝
１

２
犅０ｅｘｐ －（犪－犪０）［ ］２ ｅｘｐ － π犉ｃ 犉槡 ｂ

φ （）′犫犪
２π犉ｃ

＋［ ］｛ ｝１｛ ｝
２

ｅｘｐ －ｊφ（）［ ］

烅

烄

烆
犫

， （８）

为了使母函数具有较大的带宽和满足容许性条件，

通常设定犉ｂ≥１，犉ｃ≥１，这时犠１≈０。对于载频条

纹图φ′（）犫 ＞０，所以犠３≈０。于是，变形条纹 （）犐狓

的小波变换变为

犠 犪，（ ）犫 ＝
１

２
犅０ｅｘｐ －（犪－犪０）［ ］２ ｅｘｐ － π犉ｃ 犉槡 ｂ

φ （）′犫犪
２π犉ｃ

－［ ］｛ ｝１｛ ｝
２

ｅｘｐｊφ（）［ ］犫 ， （９）

将（９）式中小波变换系数幅值 犠 犪，（ ）犫 对伸缩因

子犪求一阶导数，并令其等于零，此时

犪ｒ（）犫 ＝
２π犉ｂ犉ｃφ （）′犫 －４犪０
犉ｂφ （）′犫 ２

－４
， （１０）

式中犪ｒ（）犫 表示在位置犫处变形光栅小波脊处对应

的伸缩因子，此时小波变换系数幅值达到最大值，即

为小波脊。因此变形光栅的小波脊处的小波变换系

数可以进一步表示为

犠 犪ｒ，（ ）犫 ＝
１

２
犅０ｅｘｐ － 犪ｒ（）犫 －犪［ ］０｛ ｝２ ｅｘｐ － π犉ｃ 犉槡 ｂ

φ （）′犫犪ｒ（）犫
２π犉ｃ

－［ ］｛ ｝１｛ ｝
２

ｅｘｐｊφ（）［ ］犫 ， （１１）

由（１１）式可知，小波脊处的小波变换系数相位信息

等于载频条纹的相位。在新子小波定义下，先对变

形条纹进行小波变换，然后提取小波脊处的变换系

数的相位信息就可得到载频条纹的相位信息。

进一步令 犠 犪ｒ，（ ）犫 对位置犫的一阶导数为

零，得到在不同位置处满足

φ （）′犫 ＝
２π犉ｃ
犪０

＝φ′０（）犫 （１２）

时小波脊处的小波变换系数有最大值。这时犪ｒ（）犫 ＝

犪０，即变形条纹局部频率和参考条纹频率相等时幅

值达到最大，最大时等于犅０／２，局部频率与参考条

纹频率差异越大幅值越小，即变形条纹密度和参考

条纹密度相近处幅值较大，而变稀疏和稠密的部分

为物体轮廓变化剧烈的部分相对应幅值较小。可见

条纹密度信息被成功地添加到小波变换系数幅值

中。利用新的子小波定义的小波变换得到的小波脊

处的小波变换系数幅值同时包含了变形条纹的调制

度信息和正确的密度信息，可以作为一个较完备的

相位提取可靠度因子指导相位展开。

３　计算机模拟和实验

通过计算机模拟和实验验证所提方法的正确性。

模拟空间频率为１／２４，调制度犅０＝１的参考载频条

纹如图１（ａ）所示，经过如图１（ｂ）所示的相位调制得

到的变形条纹如图１（ｃ）所示。可见变形条纹的局部

频率自左至右逐步增大，即条纹密度逐渐增大，在中

间位置处变形条纹密度和参考条纹密度相等。

图１ （ａ）模拟参考条纹，（ｂ）调制相位，（ｃ）变形条纹

Ｆｉｇ．１ （ａ）Ｓｉｍｕｌａｔｅｄｆｒｉｎｇｅｐａｔｔｅｒｎ，（ｂ）ｍｏｄｕｌａｔｅｄｐｈａｓｅ，

（ｃ）ｄｅｆｏｒｍｅｄｆｒｉｎｇｅｐａｔｔｅｒｎ

　　首先采用常用的子小波定义对参考条纹进行小

波变换（ＷＴ），提取小波脊处对应的伸缩因子。然

后利用本文提出的子小波定义对变形条纹进行相位

提取，得到的小波变换系数的幅值如图２（ａ）所示，

在一个确定位置小波变换系数幅值最大处为小波

脊。小波变换系数的相位如图２（ｂ）所示，提取小波

脊处小波变换系数的相位信息，并进行相位展开后，
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减去参考条纹相位后重建的调制相位信息如

图２（ｃ）所示，可见利用本文所提子小波变换定义可

以有效地重建载频条纹图相位信息。

图２ （ａ）小波变换系数幅值，（ｂ）小波变换系数的截断相位，（ｃ）重建相位

Ｆｉｇ．２ （ａ）Ｍｏｄｕｌｕｓａｎｄ（ｂ）ｗｒａｐｐｅｄｐｈａｓｅｏｆｔｈｅＷＴｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ，（ｃ）ｐｈａｓｅｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ

　　进一步将变形条纹的小波脊处的小波变换系数

幅值显示如图３（ａ）所示，变形条纹密度和参考条纹

密度相等和相近的位置幅值较大，密度变化大的区

域幅值较小。根据理论证明的结果，此时幅值最大

理论值应为犅０／２＝１／２。由图３（ａ）所示，模拟中小

波脊处的小波变换系数幅值最大为１／２，和参考条

纹相比，密度变化大的区域幅值较小。可见利用新

子小波变换定义得到的小波脊处变换系数幅值有效

地包含了条纹密度信息和调制度信息，验证了文中

理论证明的正确性。图３（ｂ）为本文所提方法恢复

的调制相位点对点误差图。对比图３（ａ）和（ｂ），可

见利用新子小波定义得到的小波脊处的小波变换系

数幅值信息和相位重建误差之间存在相关关系。幅

值大的地方误差相对较小，幅值小的地方误差相对

较大。所以利用该子小波定义得到的小波脊处的小

波变换系数幅值信息可以作为相位重建的可靠度参

数。幅值大的地方，相位提取可靠度高，幅值小的地

图３ （ａ）小波脊处小波变换系数幅值，（ｂ）重建相位误差

Ｆｉｇ．３ （ａ）ＭｏｄｕｌｕｓｏｆｔｈｅＷＴｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓａｔｔｈｅ

ｒｉｄｇｅｐｏｓｉｔｉｏｎ，（ｂ）ｅｒｒｏｒｏｆｐｈａｓｅｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ

方，相位提取可靠度低。以此小波变换系数幅值指

导相位展开的路径，可以有效地减小误差传递。

　　进一步以实验验证所提子小波定义在载频条纹

图相位提取和相位展开中的有效性。实验中分别以

本文所提子小波变换方法和文献［１５］中采用的传统

子小波方法对变形条纹图相位重建进行对比分析。

图４（ａ）为实验中拍摄的载频条纹图，条纹图经物体

调制变形后，左边条纹变稀疏，右边条纹变稠密。由

于图像为２５６ｐｉｘｅｌ×２５６ｐｉｘｅｌ，并且条纹很密，所以

经物体调制后很容易引起局部条纹欠抽样。首先利

用本文提出的子小波定义对变形条纹图进行小波变

换分析。解得的小波脊处的小波变换系数幅值信息

如图４（ｂ）所示，可见条纹密度信息被成功添加到调

制度信息中，变稠密和稀疏的位置对应物体边缘和

高度变化比较大的区域相位提取可靠度较低、幅值

均很小；在物体高度变化很小的区域条纹密度变化

较小，相位提取可靠度较高，幅值大。图４（ｃ）为采

用文献［１５］所提的以传统子小波变换方法计算得到

的小波脊处小波变换系数幅值图，可见物体左侧条

纹变稀疏的区域的幅值要比右侧变稠密的幅值大，

幅值中包含了不正确的条纹密度信息。图４（ｄ）和

（ｅ）分别为以图４（ｂ）和（ｃ）为可靠度模板引导相位

展开重建的连续相位分布。对比可见，以新子小波

计算得到的小波脊处幅值为可靠度模板可更有效地

覆盖条纹质量差的区域，以它为可靠度因子引导相

位展开路径，可将误差限制在小区域内。图４（ｆ）为

采用逐行展开方法重建的连续相位分布，可见由于

没有经过可靠度因子引导，误差沿着展开路径有明

显的传递。
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图４ 实拍的变形条纹图（ａ），利用新子小波（ｂ）和传统的子小波（ｃ）得到的小波脊处小波变换系数幅值和

分别以它们为可靠度引导相位展开重建的相位（ｄ）和（ｅ），（ｆ）为逐行展开方法重建的相位

Ｆｉｇ．４ Ｒｅａｌｄｅｆｏｒｍｅｄｆｒｉｎｇｅｐａｔｔｅｒｎ（ａ），ｍｏｄｕｌｕｓｏｆＷＴｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓａｔｔｈｅｒｉｄｇｅｐｏｓｉｔｉｏｎｃａｌｃｕｌａｔｅｄｕｔｉｌｉｚｉｎｇｔｈｅｎｅｗ

ｄａｕｇｈｔｅｒｗａｖｅｌｅｔ（ｂ）ａｎｄｔｈｅｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌｄａｕｇｈｔｅｒｗａｖｅｌｅｔ（ｃ），（ｄ）ａｎｄ（ｅ）ａｒｅｔｈｅｕｎｗｒａｐｐｅｄｐｈａｓｅｇｕｉｄｅｄ

ｂｙ（ｂ）ａｎｄ（ｃ），ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ，（ｆ）ｕｎｗｒａｐｐｅｄｐｈａｓｅｂｙｌｉｎｅ

４　结　　论

提出了一种新的子小波定义，并通过严格的理

论分析证明了其在空间载频条纹图相位提取和相位

展开中的有效性。载频条纹的相位信息可以通过小

波脊处的小波变换系数相位提取。利用新的小波定

义得到的小波变换系数幅值信息包含了条纹的代表

条纹质量高低的调制度信息和密度信息，可以作为

一个较完备的相位提取可靠度因子指导相位展开，

减小相位展开过程中的误差传递。计算机模拟和实

验都验证了理论分析的正确性和所提方法的有

效性。
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