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用于动态光散射颗粒测量的改进双指数算法
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摘要　利用动态光散射信号自相关函数的衰减线宽分布系数与指数项的线性关系，将线性估计与非线性最小二乘

法相结合，对双指数法进行改进。该改进算法减少了初始化参数，将四个参数的优化问题转化为两个参数的交替

优化问题，使拟合结果更稳定、精度更高，从而使粒径反演结果更准确。通过对１００与１０００ｎｍ双峰分布颗粒散射

信号相关函数的反演，改进算法对无噪声的相关函数反演结果的误差为零，优于双指数法至少１．７０８％。对加入噪

声的相关函数反演，与双指数法相比，改进算法能减少误差０．５５８％～５．７３８％。表明改进算法的优化能力以及抗

噪声能力都优于双指数法。
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１　引　　言

２０世纪６０年代以来，动态光散射（又称光子相

关光谱）技术已成为亚微米、纳米级颗粒粒径测量的

主要手段［１～３］，被广泛用于化学、医疗等测量领

域［４～６］。该技术是通过测量颗粒散射光强信号的自

相关函数来获取颗粒的粒径分布信息的。由光强自

相关函数求解颗粒粒度分布需要反演第一类

Ｆｒｅｈｏｌｍ积分方程，由于该方程的病态解问题，颗粒

粒度的反演一直是动态光散射法纳米颗粒测量技术

中的难点。目前的反演方法有累积量法［７］、双指数

法［８］，ＮＮＬＳ法
［９］和ＣＯＮＴＩＮ 算法

［１０］等。在动态

光散射反演中，经常遇到双峰分布颗粒的反演。双
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指数反演算法是最方便的一种获取双峰分布颗粒粒

径信息的方法。它能够快速得到两个峰的具体位置

和衰减线宽分布系数。双指数法是 Ｄａｈｎｅｋｅ在

１９８３年提出的动态光散射反演方法
［８］，它的反演原

理是把相关函数看成非线性函数，利用非线性最小

二乘法通过高斯 牛顿（ＧａｕｓｓＮｅｗｔｏｎ）算法或莱文

伯 马克特（ＬｅｖｅｎｂｅｒｇＭａｒｑｕａｒｄｔ）算法对相关函数

进行拟合求解。但这种算法对初值要求比较苛刻，

初值的选择不同会引起拟合结果很大差异，当初值

选取不好时，收敛速度较慢，甚至不收敛。通常初值

设定是凭经验进行猜测和试探，盲目性很大，造成反

演结果不稳定、误差大。本文利用线性与非线性最

小二乘相结合的拟合方法对双峰分布颗粒的自相关

函数反演，能够减少初始参数，得到稳定、高精度的

反演结果。

２　动态光散射颗粒测量的基本理论

对满足高斯分布的光场，随机的散射光信号进

行相关运算并做归一化处理，得到多分散颗粒系的

归一化光强自相关函数为单指数加权之和［１１］，即为

犌（τ）＝∑
犖

犻＝１

犌（Γ犻）ｅｘｐ（－２Γ犻τ），　∑
犖

犻＝１

犌（Γ犻）＝１，

（１）

式中犌（Γ犻）是依赖于散射光强的衰减线宽分布函数，

是衰减线宽为Γ犻的颗粒对散射光强的贡献比例。

由（１）式定义的相关函数求得衰减线宽。衰减

线宽与粒径有关，从而可求得粒径。衰减线宽与粒

径关系为

Γ＝犇狇
２，　狇＝

４π狀

λ０
ｓｉｎ

θ（ ）２ ，　犇＝
犽ＢΤ
３πη犱

，

式中犇 为颗粒的平移扩散系数，犽Ｂ 是Ｂｏｌｔｚｍａｎ常

数，犜代表绝对温度，η为溶液粘性系数，犱为当量球

型颗粒的直径，狇为散射波矢量，狀为溶液的折射率，

λ０ 为激光在真空中的波长，θ为散射角。

对于双峰分布，（１）式表示为

犵
（１）（τ）＝犃１ｅｘｐ（－Γ１τ）＋犃２ｅｘｐ（－Γ２τ），

犃１＋犃２ ＝１， （２）

式中Γ１，Γ２和犃１，犃２为衰减线宽及衰减线宽分布系数。

３　算法原理

３．１　双指数法算法原理

双指数法是把（２）式看成非线性函数，利用非线

性最小二乘法对４个未知参数Γ１，Γ２和犃１，犃２进行

拟合。即由下式求得最优参数Γ１，Γ２ 和犃１，犃２：

ｍｉｎ犳（τ｛ ｝）＝
１

２
犚（τ）

Ｔ犚（τ）＝∑
犿

犻＝１

狉犻（τ）
２，（３）

式中犿为样本点数，τ∈犚
狀 称为决策变量，犚（τ）＝

［狉１（τ），狉２（τ）…狉犿（τ）］
Ｔ 称为在点τ的残差向量，

犳（τ）称为目标函数，狉犻（τ犻）＝犵^
（１）（τ犻）－犵

（１）（τ犻），为

点τ犻的残差，^犵
（１）（τ犻）为估计相关函数，

犵^
（１）（τ犻）＝^犃１ｅｘｐ（－Γ^１τ犻）＋犃^２ｅｘｐ（－Γ^２τ犻），

（犻＝１，２…犿）

Γ^１，^Γ２，^Α１，^Α２ 为Γ１，Γ２，犃１，犃２ 的最优值。

实际上非线性最小二乘问题是一个求极小值问

题。因二乘函数的最小点总处在浅坦处，平缓的凹

区中，因此，有时很难求得高精度解。

３．２　改进算法

３．２．１　线性参数犃１，犃２ 的估计

对于双峰分布的相关函数为（２）式，衰减线宽分

布系数犃１，犃２和指数ｅｘｐ（－Γ１τ），ｅｘｐ（－Γ２τ）为一

种线性关系，利用这种线性关系可求解犃１，犃２。

设样本数为犿，则各点相关函数满足

犵
（１）（τ犻）＝犃１ｅｘｐ（－Γ１τ犻）＋犃２ｅｘｐ（－Γ２τ犻），

（犻＝１，２…犿） （４）

（４）式可写为

犵
（１）（τ１）＝犃１ｅｘｐ（－Γ１τ１）＋犃２ｅｘｐ（－Γ２τ１）

犵
（１）（τ２）＝犃１ｅｘｐ（－Γ１τ２）＋犃２ｅｘｐ（－Γ２τ２）



犵
（１）（τ犿）＝犃１ｅｘｐ（－Γ１τ犿）＋犃２ｅｘｐ（－Γ２τ犿

烅

烄

烆 ）

，

（５）

（５）式表示为

犌＝犈·犃， （６）

其中

犌＝ 犵
（１）（τ１），　犵

（１）（τ２），…，犵
（１）（τ犿［ ］）Ｔ，

犃＝ ［犃１，　犃２］
Ｔ，

犈＝

ｅｘｐ（－Γ１τ１） ｅｘｐ（－Γ２τ１）

ｅｘｐ（－Γ１τ２） ｅｘｐ（－Γ２τ２）

 

ｅｘｐ（－Γ１τ犿） ｅｘｐ（－Γ２τ犿

熿

燀

燄

燅）

，

称为线性估计矩阵。则

犃＝犈
－１犌． （７）

　　给定Γ１，Γ２初始值，在０＜犃１，犃２＜１，犃１＋犃２＝１

条件下，根据（７）式可求得Α１，Α２估计值犃^１，^犃２。这里，初

始化Γ１，Γ２ 时应该保证系数矩阵 犈 不奇异，即

犈≠０。

３．２．２　非线性参数Γ１，Γ２ 的估计

将线性估计得到的犃^１，^犃２ 代入（２）式得

犵^
（１）（τ犻）＝^犃１ｅｘｐ（－Γ１τ犻）＋犃^２ｅｘｐ（－Γ２τ犻），

（犻＝１，２…犿） （８）

４７１
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那么这时（８）式中只有参数Γ１，Γ２ 未知，利用非线性

最小二乘法，在参数 犃^１，^犃２ 下，通过求解下式的极

小值求得Γ１，Γ２ 的最优值Γ^１，^Γ２

ｍｉｎ∑
犿

犻＝１

［^犵
（１）（τ犻）－犵

（１）（τ犻）］｛ ｝２ ． （９）

　　本文采用单纯形搜索法
［１２］求得Γ^１，^Γ２。

３．３　算法步骤

１）根据预先估计的Γ１，Γ２，随机初始化Γ１，Γ２ 。

２）利用Γ１，Γ２ 构成线性估计矩阵犈，计算犈是

否为０，若犈＝０，返回１）步。

３）利用线性估计法估计Α^１，^Α２。

４）利用得到的Α^１，^Α２，根据（９）式利用单纯形

搜索法估计Γ^１，^Γ２。

５）判断精度能否满足要求，不满足返回２），达

到精度要求结束，此时的Α^１，^Α２，^Γ１，^Γ２ 为衰减线宽

及衰减线宽分布系数的最优值。

通过上述算法可看出，传统的利用非线性最小

二乘估计Γ１，Γ２，Α１，Α２时需要４个初始参量，在这４

个初始参量下同时估计出Γ１，Γ２，Α１，Α２。而改进的

算法只需要２个初始化参量Γ１，Γ２，先利用线性关系

估计出Α１，Α２，再由估计值Α^１，^Α２ 利用非线性最小

二乘法估计出Γ１，Γ２的值Γ^１，^Γ２。通过Α１，Α２，Γ１，Γ２

交替循环估计直到达到精度为止，最终获得４参数

的最优值。这种线性和非线性混合法估计速度和精

度都明显高于全部依靠非线性估计的算法，且在约

束条件下能够得到唯一稳定的解。

４　结果与讨论

为了比较双指数算法和本算法的反演效果，本文

对无噪声、有噪声时双峰分布颗粒系统的散射信号相

关函数进行反演分析。归一化相关函数按（２）式采用

模拟方法得到，模拟实验条件为，入射光在真空中的

波长６３２．８ｎｍ，分散介质（水）折射率１．３３１，散射角

９０°，测 量 温 度 ２５ ℃，玻 尔 兹 曼 常 数 １．３８０７×

１０－２３Ｊ／Ｋ，水的黏度系数０．８９×１０－３ Ｎ·Ｓ·ｍ－２。考

虑噪声影响，在模拟得到的相关曲线基础上附加均值

为０，方差为相应噪声水平的高斯噪声。

４．１　无噪声的双峰分布颗粒反演

采用两种方法对１００和１０００ｎｍ，衰减线宽分布为

１∶１的双峰分布颗粒的动态光散射信号相关函数进行

反演，两种方法拟合的相关函数曲线及拟合误差曲线

如图１所示，图１（ａ）为改进算法，图１（ｂ）为双指数法

（初 始 条 件［Α１，Α２，Γ１，Γ２］＝ ［０．１，０．９，２０００，３００］）

图１（ｃ）为双指数法（初始条件 ［Α１，Α２，Γ１，Γ２］＝ ［０．１，

０．５，２０００，１００］）。拟合相关函数与模拟相关函数的均

方差 （ＭＳＥ，均 方 差 定 义 为
１

犿∑
犿

犻＝１

［^犵
（１）（τ犻）－

犵
（１）（τ犻）］

２）及拟合相关函数的反演结果如表１所

示，犱１，犱２ 为由Γ１，Γ２ 反演的粒径。

图１ 相关函数的拟合曲线及拟合误差曲线。（ａ）改进算法；（ｂ），（ｃ）双指数算法

Ｆｉｇ．１ Ｆｉｔｎｅｓｓｃｕｒｖｅｏｆａｕｔｏｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎｆｕｎｃｔｉｏｎａｎｄｅｒｒｏｒｃｕｒｖｅｏｆｆｉｔｎｅｓｓ．（ａ）ｉｍｐｒｏｖｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍ；

（ｂ），（ｃ）ｄｏｕｂｌｅｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌａｌｇｏｒｉｔｈｍ

表１ 图１中不同算法的相关函数反演结果

Ｔａｂｌｅ１ Ｉｎｖｅｒｔｅｄｒｅｓｕｌｔｓｏｆａｕｔｏｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｎｆｉｇｕｒｅ１

Ｍｅｔｈｏｄ ＭＳＥ／×１０－６ 犱１／ｎｍ 犱２／ｎｍ 犃１ 犃２
Ｉｎｖｅｒｓｉｏｎｅｒｒｏｒ／％

ｆｏｒ犱１ ｆｏｒ犱２

Ｄｏｕｂｌｅ ８．４３７８ ８４．０２１ ９５３．７１０ ０．４８９４７ ０．５２６５９ １５．９７０ ４．６２９

Ｅｘｐｅｎｅｎｔｉａｌ １．５１１５ ９２．７５８ ９８２．９２０ ０．４９６９６ ０．５１０６１ ７．２４２ １．７０８

Ｉｍｐｒｏｖｉｎｇ １．４３８６×１０－８ １００ １０００ ０．５ ０．５ ０ ０

　　由图１和表１看出在无噪情况下，采用双指数

法进行拟合时，在不同的初始条件下拟合结果不同，

拟合误差分别在０．０１和０．００１以内，拟合均方差分

别为８．４３７８×１０－６，１．５１１５×１０－６。对拟合得到的
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相关函数进行反演，粒径反演误差分别小于１５．９７％

和７．２４２％。采用改进算法进行拟合时，各点的拟

合误差在１０－７以内，拟合均方差减小到１．４３８６×

１０－１４，比起双指数法明显减小。由拟合的相关函数

反演出的粒径、分布系数均准确无误，误差为０。由

此看出，本方法对无噪声的相关函数能够准确拟合，

拟合均方差达到１０－１４数量级，反演误差为０，明显

优于双指数法。

４．２　有噪声的双峰分布颗粒反演

模拟产生１００ｎｍ和１０００ｎｍ，衰减线宽分布为

１∶１的双峰分布颗粒相关函数，并在相关函数中加

入噪声方差为０．０００１，０．０００３，０．０００６，０．０００８和

０．００１的噪声。分别采用改进算法、双指数法（初始

参数 ［Α１，Α２，Γ１，Γ２］＝ ［０．１，０．５，２０００，１００］）对

加噪相关函数进行反演，反演结果如表２所示。

表２ 不同噪声的自相关函数反演结果

Ｔａｂｌｅ２ Ｉｎｖｅｒｔｅｄｒｅｓｕｌｔｓｏｆａｕｔｏｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎｆｕｎｃｔｉｏｎｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｎｏｉｓｅ

Ｎｏｉｓｅ

ｖａｒｉａｎｃｅ

／×１０－４

Ｄｏｕｂｌｅｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌａｌｇｏｒｉｔｈｍ Ｉｍｐｒｏｖｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍ

ＭＳＥ

×１０－４
犱１／ｎｍ 犱２／ｎｍ 犃１／ｎｍ 犃２／ｍ

Ｉｎｖｅｒｓｉｏｎｅｒｒｏｒ／％

ｆｏｒ犱１ ｆｏｒ犱２

ＭＳＥ

／×１０－４
犱１／ｎｍ 犱２／ｎｍ 犃１／ｎｍ 犃２／ｎｍ

Ｉｎｖｅｒｓｉｏｎｅｒｒｏｒ／％

ｆｏｒ犱１ ｆｏｒ犱２

１ ０．９７８５６９８．１１２１０１４．６４０．４７９３７０．５１１４６ １．８８８ １．４６４ ０．９７３４２９８．８６５ ９９０．９４０．４７９７２０．５１０４２ １．１１４ ０．９０６

３ ２．９９０３ ８９．５５９ ９８９．７９０．４９６８６０．５０７２５１０．４４１ １．０２１ ２．９５９３ ９５．２９７ １００４．００．４９８６５０．４９９３７ ４．７０３ ０．４

６ ５．７９８９ ９０．５３８ ９６３．５８０．４７２６８０．５２６２４ ９．４６２ ３．６４２ ５．７６２９ ９５．５４６ ９７３．３８０．４７４７６０．５１９３７ ４．４５４ ２．６６２

８ ７．９４４９ ８９．７２３ ９２３．８８０．４９２６７０．５３９０３ ８．９７２ ７．６１２ ７．９１７４ ９４．３３７ ９３４．５２０．４９５２１０．５３１６８ ５．６６３ ６．５４８

１０ ９．７４３８ ８８．２３５ ９６４．２１０．４５８１６０．５１３６１１１．７６５ ３．５７９ ９．７３３７ ８９．８６６ ９７５．４３０．４５８２７０．５１２８１１０．１３４ ２．４５７

　　一般情况下动态光散射颗粒测量过程中，平均

光子计数率约为每秒几万到几十万个光子计数，而

噪声引起的平均光子计数率最大值可控制在每秒

１００个光子计数以下，所以噪声水平会在０．００１左

右甚至更低［１３］。从表２可看出，尽管改进算法拟合

的相关函数均方差优于采用双指数法，但相差不大，

两种方法反演的分布系数都接近理论值，相差也不

大。但是，从粒径反演结果看，改进算法粒径反演结

果都优于双指数法，比起后者，前者能减小粒径反演

误差０．５５８％～５．７３８％。

５　结　　论

改进算法对双峰分布颗粒的光散射信号自相关

函数进行反演，通过线性估计与非线性最小二乘法相

结合，代替单纯使用非线性最小二乘法拟合法，将

４个参数的优化问题转化为２个参数的交替优化问

题，使拟合结果更稳定、精度更高，从而粒径反演结果

更准确。通过对１００与１０００ｎｍ双峰分布颗粒的反

演，改进算法对无噪声的相关函数反演误差为零，优

于双指数法至少１．７０８％。对加入噪声方差为

０．０００１～０．００１的相关函数反演，改进算法能够减少

反演误差０．５５８％～５．７３８％。说明改进算法的优化

能力以及抗噪声能力都优于双指数法算法。
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