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基于最小二乘的径向剪切干涉波前重建技术
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摘要　提出了一种基于最小二乘迭代的环路径向剪切干涉（ＣＲＳＩ）波前重建技术。先将一幅ＣＲＳＩ图分割成４帧相

移子干涉图，然后用最小二乘迭代法计算出干涉图的相位差分布，再根据ＣＲＳＩ波前重建算法，由相位差分布求出

待测的真实波前。模拟计算表明，该技术重建波前的精度峰谷值（ＰＶ）小于λ／５０，均方根（ＲＭＳ）小于λ／３００，并且也

在实验上得到了验证。该技术解决了基于傅里叶变换（ＦＦＴ）法的ＣＲＳＩ波前重建技术中存在的频谱移中和精度不

高的问题，并且只需单幅ＣＲＳＩ图即可重建待测波前，可用于光束波前的动态测量。
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１　引　　言

目前，相位测量方法比较常用的有：时间相移测

量、空间相移测量、傅里叶变换法［１］等。时间相移法

测量精度最高［２］，需要至少３帧相移干涉图，因此不

适合动态测量过程；空间相移法虽能用于动态测量，

但其光路复杂，对探测器要求苛刻，干涉图间需进行

相位匹配，因而，其应用也受到了限制；快速傅里叶

变换法（ＦＦＴ）可用于动态测量，且只需单幅干涉图，

其缺点是需要进行频谱移中和精度不高。环路径向

剪切干涉（ＣＲＳＩ）应用很广泛，可用于近场光强分布

的重建［３］、波前检测等［４～６］。环路径向剪切干涉波

前重建技术一般采用快速傅里叶变换法［７，８］，因此，

在测量上仍存在一定的误差。本文提出了一种基于

最小二乘迭代的ＣＲＳＩ波前重建技术。首先将一幅

载频ＣＲＳＩ图分割成４帧相移子干涉图，然后用最

小二乘迭代法计算出干涉图的相位差分布，再根据

ＣＲＳＩ波前重建算法，由相位差分布求出待测的真实

波前。此技术只需要单幅ＣＲＳＩ条纹图，即可精确

地重建出待测波前，能用于动态测量。

２　基本原理

２．１　环路径向剪切干涉的基本原理

环路径向剪切干涉的基本原理如图１所示。平

行光束经过待测元件Ｅ后形成待测波前，经过分束
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镜ＢＳ被分成一束反射光和一束透射光，该两束光

经开普勒望远系统在相反方向上分别被放大和缩

小，然后在分束镜表面汇合，并在其重叠区域产生干

涉。其中径向剪切比狊＝犳１／犳２，犳１ 和犳２ 为望远系

统两透镜的焦距。

图１ 环路径向剪切干涉原理图

Ｆｉｇ．１ Ｐｒｉｎｃｉｐｌｅｄｉａｇｒａｍｏｆｃｙｃｌｉｃｒａｄｉａｌｓｈｅａｒｉｎｇ

ｉｎｔｅｒｆｅｒｏｍｅｔｒｙ

假设入射光为犃（狓，狔）ｅｘｐ［ｉ犠（狓，狔）］，经过ＣＲＳＩ

后，待测光缩小为犃（狓／狊，狔／狊）ｅｘｐ［ｉ犠（狓／狊，狔／狊）］，反射

光扩大为犃（狓狊，狔狊）ｅｘｐ［ｉ犠（狓狊，狔狊）］。在其公共区域形

成的干涉条纹的光强分布为

犐（狓／狊，狔／狊）＝ 犃（狓／狊，狔／狊）ｅｘｐ［ｉ犠（狓／狊，狔／狊）］＋

犃（狓狊，狔狊）ｅｘｐ［ｉ犠（狓狊，狔狊）］
２
＝犃

２（狓／狊，狔／狊）＋

犃２（狓狊，狔狊）＋２犃（狓／狊，狔／狊）犃（狓狊，狔狊）×

ｃｏｓ［犠（狓／狊，狔／狊）－犠（狓狊，狔狊）］， （１）

式中犃（狊狓，狊狔）是扩大波前振幅，可近似为一个常

数，因此干涉条纹的光强分布变为

犐（狓／狊，狔／狊）＝犪（狓／狊，狔／狊）＋犫（狓／狊，狔／狊）×

ｃｏｓ［犠（狓／狊，狔／狊）－犠（狓狊，狔狊）］，（２）

式中犪（狓／狊，狔／狊）和犫（狓／狊，狔／狊）分别表示背景光强

和条纹调制强度，而犠（狓／狊，狔／狊）和犠（狓狊，狔狊）分别

代表缩小和扩大波前相位，若将公共区域两波前之

差表示为Δ犠（狓／狊，狔／狊），则可以得到

Δ犠（狓／狊，狔／狊）＝犠（狓／狊，狔／狊）－犠（狓狊，狔狊），（３）

由下式可以重建出待测波前［８］

犠
狓
狊
，狔（ ）狊 ＝∑

犖

狀＝１

Δ犠（狓狊
２狀－１
＋狔狊

２狀－１）＋

犠（狓狊２犖－１＋狔狊
２犖－１）， （４）

式中犖为正整数。当犖足够大时，（４）式右边的最后

一项被展成了平面，可以忽略。所以，知道相位差函数

Δ犠（狓／狊，狔／狊），就可恢复出缩小波前犠（狓／狊，狔／狊），即

得到了原始波前。传统的提取ＣＲＳＩ条纹图中相位差

的算法是ＦＦＴ算法，但ＦＦＴ算法存在频谱移中和精

度不高的问题，不能满足精确提取相位差的实际

需要。

２．２　基于最小二乘迭代法求剪切干涉图相位差

本文采用了一种基于最小二乘迭代的提取

ＣＲＳＩ相位差的算法。具体原理如下：

１）由一幅 ＣＲＳＩ条纹图获取４帧相移子干

涉图。

由于使用最小二乘迭代算法来提取相位差时，

至少需要３帧相移干涉图，因此需要由一幅ＣＲＳＩ

条纹图获取多帧相移子干涉图。常用４帧相移干涉

图就能满足精度要求［９，１０］，因此，本文中取４帧，具

体方法为：

将（２）式中狓／狊，狔／狊替换成狓，狔，通过将图１中

的分束镜ＢＳ稍微倾斜，可在狓，狔方向上加入载频，

于是，由（２）式变换得到的ＣＲＳＩ条纹图可表示为

犐（狓，狔）＝犪（狓，狔）＋犫（狓，狔）ｃｏｓ［２π犳狓狓＋

２π犳狔狔＋Δ犠（狓，狔）］， （５）

式中犪（狓，狔）可近似为常数犪，犳狓，犳狔 分别表示狓，狔方

向上空间载频分布，Δ犠（狓，狔）表示待提取的相位差。

因此，（５）式可以简化为

犐（狓，狔）＝犪＋犫（狓，狔）ｃｏｓ［２π犳狓狓＋

２π犳狔狔＋Δ犠（狓，狔）］． （６）

　　将ＣＲＳＩ条纹图分割成４帧相移子干涉图
［１１，１２］

的方法为：将ＣＲＳＩ条纹图中坐标为 （狓＝２犽－１，

狔＝２犽－１）的像素作为第一帧，（狓＝２犽，狔＝２犽－

１）作为第二帧，（狓＝２犽－１，狔＝２犽）作为第三帧，

（狓＝２犽，狔＝２犽）作为第四帧（犽为正整数）。假设

犳狓，犳狔 远大于犪，犫，Δ犠 的变化频率，则可认为相邻

像素间犪，犫，Δ犠 保持不变，于是可认为相移子干涉

图上对应像素的犪，犫，Δ犠 相等。令

φ（狓，狔）＝Δ犠（狓，狔）＋２π犳狓狓＋２π犳狔狔

则φ表示载频干涉条纹图对应的相位，且

φ（２犽，２犽－１）－φ（２犽－１，２犽－１）＝δ狓，

φ（２犽－１，２犽）－φ（２犽，２犽－１）＝δ狔，

φ（２犽，２犽）－φ（２犽－１，２犽）＝δ狓＋δ狔，

式中δ狓，δ狔 分别是载波引入的相邻像素在狓，狔方向

上的相移。假设δ１＝０，则与第一帧相移子干涉图相

比，其他３帧子干涉图的相移量分别为δ２ ＝δ狓，

δ３ ＝δ狔，δ４ ＝δ狓＋δ狔。

用上述方法由一幅ＣＲＳＩ条纹图得到４帧相移

子干涉图后，即可应用最小二乘迭代算法，计算出每

帧相移子干涉图的相位分布信息，即得到了ＣＲＳＩ

的相位分布信息φ。以下从２）～４）是该最小二乘迭

代算法的３个步骤。

９６１
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２）将相移作为已知量，一个个像素地迭代，得

到相位分布。

第犻帧相移子干涉图的强度可以表示为

犐ｔ犻犼 ＝犪犻犼＋犫犻犼ｃｏｓ（φ犼＋δ犻）， （７）

式中上标ｔ表示理论值，脚标犻表示第犻帧相移子干

涉图（犻＝１，２，… ，犕，犕 表示相移子干涉图的总帧

数，本文中犕＝４），犼表示相移子干涉图中第犼个像

素（犼＝１，２，…犖，犖 表示像素个数），φ犼 是第犼个像

素的相位值，δ犻是第犻帧的相移量。

假设各帧相移子干涉图间的背景光强和调制强

度只是像素位置的函数，即

犪１犼 ＝犪２犼 ＝ … ＝犪犕犼，犫１犼 ＝犫２犼 ＝ … ＝犫犕犼．

　　定义一组新变量

′犪犼＝犪犻犼，′犫犼＝犫犻犼ｃｏｓφ犼，′犮犼＝－犫犻犼ｓｉｎφ犼

则（７）式可改写为

犐ｔ犻犼 ＝ ′犪犼＋′犫犼ｃｏｓδ犻＋′犮犼ｓｉｎδ犻， （８）

容易看出（８）式中包含３犖个未知量和犕犖 个方程，

当犕 ≥３时，（８）式为一个恰定或者超定方程。令

犛犼 ＝∑
犕

犻＝１

（犐ｔ犻犼－犐
ｅ
犻犼）

２
＝∑

犕

犻＝１

（′犪犼＋

′犫犼ｃｏｓδ犻＋′犮犼ｓｉｎδ犻－犐
ｅ
犻犼）

２， （９）

式中犐ｅ犻犼 表示各帧相移子干涉图中各点的实际光强，

根据最小二乘原理，要使犛犼最小，必须满足

犛犼
犪犼

＝０，
犛犼
犫犼

＝０，
犛犼
犮犼

＝０， （１０）

则有

′犪犼

′犫犼

′犮

熿

燀

燄

燅犼

＝

犕 ∑
犕

犻＝１

ｃｏｓδ犻 ∑
犕

犻＝１

ｓｉｎδ犻

∑
犕

犻＝１

ｃｏｓδ犻 ∑
犕

犻＝１

ｃｏｓ２δ犻 ∑
犕

犻＝１

ｃｏｓδ犻ｓｉｎδ犻

∑
犕

犻＝１

ｓｉｎδ犻 ∑
犕

犻＝１

ｓｉｎδ犻ｃｏｓδ犻 ∑
犕

犻＝１

ｓｉｎ２δ

熿

燀

燄

燅
犻

－１

∑
犕

犻＝１

犐ｅ犻犼

∑
犕

犻＝１

犐ｅ犻犼ｃｏｓδ犻

∑
犕

犻＝１

犐ｅ犻犼ｓｉｎδ

熿

燀

燄

燅
犻

，（１１）

如果各帧相移子干涉图的相移量δ犻是已知的，可由

（１１）式解得相位分布

φ犼 ＝ｔａｎ
－１（－′犮犼／′犫犼）． （１２）

　　３）将第二步计算所得的相位分布φ犼 作为已知

量，一帧帧地迭代得到相移量δ犻，这是第二步的逆过

程［９，１０］。因此，可计算得到″犪犼，″犫犼，″犮犼，则相移量可表示为

δ犻 ＝ｔａｎ
－１（－″犮犼／″犫犼）． （１３）

　　由（１３）式得到的相移量又可作为已知的相移

量，代入到第二步中，由此迭代运算即可进行下去。

第一次迭代时，需要估计各帧相移子干涉图的初始

相移量，并以此作为已知量来计算相位分布。

４）收敛判断

每顺序完成前两步迭代运算，都会得到一组新

的相移量，每次检查一下迭代结果是否满足了收敛

准则。经过犽次迭代运算之后，如果满足

（δ
犽
犻－δ

犽
１）－（δ

犽－１
犻 －δ

犽－１
１ ）＜ε，犻＝１，２，…，犕

（１４）

则第犽次迭代后得到的相位分布和相移量即分别为

最终求得的相位分布和相移量。其中ε是预先设定

的收敛阈值，可根据实际要求的精度来设定，本文

取１０－４。若不满足（１４）式，则继续进行迭代，直到

收敛极限得到满足。

５）Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式拟合

由上面的推导可以得到包含载频的剪切相位差

φ，用Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式拟合相位差φ，去掉其中的倾斜

项，即可去掉载频，得到待测剪切相位差Δ犠（狓，狔）。

于是，根据２．１阐述的原理，由（３）式可以重建得到

待测波前犠（狓，狔）。

３　模拟和实验

３．１　模拟研究

令空域干涉图强度分布为

犐（狓，狔）＝１５０ｅｘｐ（－０．３５狉）＋１５０ｅｘｐ（－０．７狉）×

ｃｏｓ［２π（犳狓狓＋犳狔狔）＋Δ犠（狓，狔）］， （１５）

式中Δ犠（狓，狔）为剪切相位差，由待测波前犠（狓，狔）

经过（２）式得到。犠（狓，狔）为

犠（狓，狔）＝７．９４狓－７．１５狉
２
＋０．６８狉

４
＋８．２２狓

２
＋

０．２（狓２狉２）－４．６１（狓狉
２）． （１６）

（１５），（１６）式中，有

狉＝ 狓２＋狔槡
２，－１≤狓≤１，－１≤狔≤１

分辨 率 为 犘 ＝２５６ｐｉｘｅｌ×２５６ｐｉｘｅｌ，剪 切 比

狊＝１／１．４，载频犳狓 和犳狔 均为１４。由（１５）式所得的

原始干涉图如图２（ａ）所示，模拟结果如图２所示。
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图２ ＣＲＳＩ图波前重建的模拟结果。（ａ）原始干涉图；（ｂ）理论待测波前；（ｃ）本技术重建波前；

（ｄ）ＦＦＴ重建波前；（ｅ）本技术计算误差；（ｆ）ＦＦＴ计算误差

Ｆｉｇ．２ ＳｉｍｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｗａｖｅｆｒｏｎｔｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｆｒｏｍＣＲＳＩｆｉｇｕｒｅ．（ａ）ｏｒｉｇｉｎａｌＣＲＳＩｆｉｇｕｒｅ；（ｂ）ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｗａｖｅｆｒｏｎｔｕｎｄｅｒ

ｔｅｓｔ；（ｃ）ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ ｗａｖｅｆｒｏｎｔ ｂｙ ｏｕｒｔｅｃｈｎｉｑｕｅ； （ｄ）ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ ｗａｖｅｆｒｏｎｔ ｂｙ ｔｈｅ ＦＦＴ ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ；

　　　　　（ｅ）ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｅｒｒｏｒｏｆｏｕｒｔｅｃｈｎｉｑｕｅ；（ｆ）ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｅｒｒｏｒｏｆｔｈｅＦＦＴｔｅｃｈｎｉｑｕｅ

图３ 实验结果比较。（ａ）实际拍摄的ＣＲＳＩ图；（ｂ）ＺＹＧＯ测量的结果；（ｃ）本技术的测量结果；（ｄ）ＦＦＴ技术的测量结果

Ｆｉｇ．３ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｒｅｓｕｌｔｓ．（ａ）ａｃｔｕａｌｓｈｏｏｔｉｎｇＣＲＳＩｆｉｇｕｒｅ；（ｂ）ｍｅａｓｕｒｅｄｒｅｓｕｌｔｏｆＺＹＧＯ；

（ｃ）ｍｅａｓｕｒｅｄｒｅｓｕｌｔｏｆｏｕｒｔｅｃｈｎｉｑｕｅ；（ｄ）ｍｅａｓｕｒｅｄｒｅｓｕｌｔｏｆｔｈｅＦＦＴｔｅｃｈｎｉｑｕｅ

　　由图２中（ｂ），（ｃ），（ｄ）可以看出，该技术和

ＦＦＴ重建出的波前形状都与理论波前基本一致，但

精度不同。定量的比较结果如表１所示。

表１ ＣＲＳＩ图波前重建的模拟结果和误差

Ｔａｂｌｅ１ Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓａｎｄｅｒｒｏｒｓｏｆｗａｖｅｆｒｏｎｔ

ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｆｒｏｍＣＲＳＩｆｉｇｕｒｅ

ＰａｒａｍｅｔｅｒＴｈｅｏｒｙ
Ｐｒｏｐｏｓｅｄ

ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ

ＦＦＴ

ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ

Ｅｒｒｏｒｏｆ

ｐｒｏｐｏｓｅｄ

ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ

Ｅｒｒｏｒｏｆ

ＦＦＴ

ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ

ＰＶ／λ １．００５６ １．０００１ ０．９８８９ ０．０１５５ ０．０１８９

ＲＭＳ／λ ０．１５４ ０．１５４１ ０．１５２６ ０．００３２ ０．００４０

　　由表１可以看出本技术计算得到相位分布峰谷

值（ＰＶ）小于λ／５０，均方根误差（ＲＭＳ）小于λ／３００，

ＰＶ值和ＲＭＳ值的误差分别为０．５５％和０．０６５％，

可以认为模拟计算结果与理论值几乎完全吻合。因

此，基于最小二乘的ＣＲＳＩ波前重建技术的正确性

和高精度在模拟计算中得到了验证，并且该技术的

重建精度高于ＦＦＴ技术。

３．２　实验研究

按图１所示设置了实际测试光路，其中Ｅ为实

际待测元件。待测波前经过开普勒望远系统形成的

扩大波前和缩小波前在分束镜ＢＳ表面干涉，形成

干涉条纹。将该实际的ＣＲＳＩ条纹图采集下来，用
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本文基于最小二乘的ＣＲＳＩ波前重建技术进行处

理，并将得到的结果与ＦＦＴ技术以及ＺＹＧＯ干涉

仪测得的数据进行比较，实验结果如图３。

由图３可以看出，该算法重建的面型与ＺＹＧＯ

测得的面型基本一致，且本文采用技术重建的面型

与ＺＹＧＯ 测得的面型的相似程度高于传统 ＦＦＴ

技术。

表２ 实验结果比较

Ｔａｂｌｅ２ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｒｅｓｕｌｔｓ

Ｐａｒａｍｅｔｅｒ Ｔｈｅｏｒｙ
Ｐｒｏｐｏｓｅｄ

ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ

ＦＦＴ

ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ

ＰＶ／λ ０．４５０８ ０．４６５０ ０．４３０９

ＲＭＳ／λ ０．０８７３ ０．０８１０ ０．０７６５

　　由表２可以看出，该技术的重建精度ＰＶ小于

λ／２０，ＲＭＳ小于λ／１００。实验结果是在扣除了系统

误差的情况下得到的。由于本技术提取相位时需用

到干涉图上每一点的光强进行最小二乘迭代运算，

因而对干涉图的随机噪声和干扰信息比较敏

感［１１，１２］。应用此技术时尽量选用随机噪声和干扰

信息比较少的干涉图，并且在用该技术前先对其进

行滤波之类的预处理，使其优越性充分发挥出来。

４　结　　论

采用基于最小二乘的ＣＲＳＩ波前重建技术，结

合时间相移技术高精度的优点和傅里叶变换法的优

点，解决了基于ＦＦＴ的传统ＣＲＳＩ波前重建技术中

存在的频谱移中和精度不高的问题。模拟计算表

明，该技术的面型重建精度ＰＶ小于λ／５０，ＲＭＳ小

于λ／３００，高于ＦＦＴ技术的重建精度，并且得到了

实验的验证。该技术只需要单幅ＣＲＳＩ条纹图即可

重建出待测波前，处理速度快，可以用于实时波前检

测。由于实际拍摄的干涉图难免有随机噪声，通过

将实际拍摄的ＣＲＳＩ干涉图进行滤波预处理，再用

该技术进行处理，可以在一定程度上增大该技术的

适用性，更好地发挥出它的优越性。

致谢　感谢成都精密光学工程研究中心徐建程博士

在研究过程中的交流。
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