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摘要　针对抗混叠轮廓波变换（ＡＡＣＴ）系数分布具有相关性的特点，借鉴小波系数模型的研究方法，从抗混叠轮

廓波变换系数的层间相关性入手，分别利用条件概率分布、互信息量与互相关系数对其系数统计规律展开定性与

定量的研究，并提出一种广义非高斯二元变量统计模型用以描述其系数分布。该模型充分考虑了父系数子带与子

系数子带之间的差异，并改进了形状参数ξ的求解方法。对ξ以及一阶原点矩犿１，１的初步统计实验表明，ξ＜１的概

率为９９．５％，犿１，１的偏差测度的平均值仅为２．７７％，说明该模型能够较为准确地描述 ＡＡＣＴ系数的联合分布，为

下一步深入研究其系数模型奠定了良好的基础。
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１　引　　言

近年来，小波变换在诸多领域中取得了巨大的

成功，很大程度上得益于对小波系数分布的准确建

模［１，２］。然而，小波本身存在的缺陷，即小波基不具

备各向异性尺度关系，只具有有限的方向性，不是表

示图像的最优基［３］，限制了其在图像处理领域的进

一步应用和推广。鉴于此，国内外有关学者提出了

脊波（ｒｉｄｇｅｌｅｔ）变换
［４］、曲波（ｃｕｒｖｅｌｅｔ）变换

［５］、轮廓

波（ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ）变换
［６］等一系列的多尺度几何分析

方法，借以解决小波基方向性缺失这一问题。其中

尤以轮廓波变换备受青睐。轮廓波变换是一种结合

拉普拉斯塔型变换（Ｌａｐｌａｃｅｐｙｒａｍｉｄａｌｔｒａｎｓｆｏｒｍ，

ＬＰ变换）
［７］和方向滤波 器组 （ｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｌｆｉｌｔｅｒ

ｂａｎｋｓ，ＤＦＢ）
［８］而实现的低冗余度、多尺度多方向

分解算法，它可以看作是曲波变换的一种离散形式。

轮廓波基函数满足各向异性尺度关系，能够以接近

最优的方式表示图像中的轮廓和边缘等高维奇异

性。但是，轮廓波变换同样存在不足：基函数的正则

性不够高，空域和频域的局部性尚不甚理想，存在明

显的频谱混叠（ａｌｉａｓｉｎｇ）
［９～１１］。抗混叠轮廓波变换
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（ＡＡＣＴ）
［１２］的出现，可以很好地解决频谱混叠的问

题。ＡＡＣＴ是轮廓波变换的一种拓展，它通过构造

满足尼奎斯特（Ｎｙｑｕｉｓｔ）抽样定律的低通滤波器及

抗混叠塔式滤波器组，就可有效抑制频谱混叠，因而

基函数方向选择性更强，能更有效地描述图像中的

边缘和纹理特征，应在图像领域有更好的表现或作

为。基于此，本文拟借鉴小波领域成熟的系数模型

研究方法，将其推广至ＡＡＣＴ域，以ＡＡＣＴ系数联

合统计分布为切入点，对ＡＡＣＴ系数的统计规律展

开初步研究，并给出相应的参数估计。

２　抗混叠轮廓波变换

抗混叠轮廓波变换由轮廓波变换衍生而来，其

目的在于抑制轮廓波变换中所存在的频谱混叠。根

据文献［１１］，轮廓波变换存在频谱混叠的原因就在

于ＬＰ变换中两个低通滤波器不满足Ｎｙｑｕｉｓｔ采样

定律，致使下采样所产生的混叠将直接带入各方向

子带中，从而导致轮廓波基函数的正则性和方向性

下降，进而降低了轮廓波对图像的稀疏表达。抗混

叠轮廓波变换的分解如图１所示。

图１ 抗混叠轮廓波变换分解示意图

Ｆｉｇ．１ ＢｌｏｃｋｄｉａｇｒａｍｏｆＡＡＣＴ′ｓｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ

可见，为了抑制频谱混叠，ＡＡＣＴ利用了一种

新的滤波器组结构，即抗混叠塔式 滤 波 器 组

（ＡＰＦＢ）来替代ＬＰ变换，以此实现对图像的多尺度

分解。与ＬＰ变换不同的是，在 ＡＰＦＢ中使用了两

个不 同 的 滤 波 器 组：犔０（ω），犇０（ω）和 犔１（ω），

犇１（ω），并称由犔０（ω）和犇０（ω）组成的滤波器组为

ＦＢ１，而由犔１（ω）和 犇１（ω）组成的滤波器组则为

ＦＢ２。在ＦＢ１和ＦＢ２中，其相对应的滤波器都具有

相同的表现形式，但其通带截止频率ωｐ和阻带截止

频率ωｓ各不相同。采用文献［１２］中提到的 Ⅱ 型

ＡＡＣＴ变换，其中ωｐ，０／１ ＝４π／２１，ωｓ，０／１ ＝１０π／２１。

图２所示是对Ｚｏｎｅｐｌａｔｅ图像进行３层ＡＡＣＴ分解

的各子带系数分布图。

由于ＡＡＣＴ从轮廓波变换衍生而来，因此图像

图２ ＡＡＣＴ分解各子带（Ｚｏｎｅｐｌａｔｅ）

Ｆｉｇ．２ ＳｕｂｂａｎｄｓｏｆＡＡＣＴ（Ｚｏｎｅｐｌａｔｅ）

的 ＡＡＣＴ系数也具有类似轮廓波系数的分布特

性［１３］：方向性和聚类性。即，沿同一方向分布的系

数聚集在同一方向子带中，一个大系数（白色）周围

大部分都是幅值较大的系数，且该系数对应下一子

带中相应位置也很有可能是大系数。此表明，

ＡＡＣＴ系数中具有一定的层内相关性和层间相关

性，而如何有效地利用系数相关性也就成为本文解

决问题的关键。

３　联合统计模型

３．１　ＡＡＣＴ系数关系定义

联合统计模型描述相邻子带系数之间的统计关

系。为了更好地描述ＡＡＣＴ系数之间的统计模型，

首先定义如下几种系数关系［１３］：对于任一参考系数

犡，定义同一方向子带中与其相邻的８个系数为邻

居（ｎｅｉｇｈｂｏｕｒｓ）系数 犖犡，上一粗糙尺度下相同方

向相同位置的系数为父（ｐａｒｅｎｔ）系数犘犡，而同一尺

度下不同方向相同位置的系数为表兄（ｃｏｕｓｉｎｓ）系

数犆犡。图３给出了ＡＡＣＴ系数与其相邻系数之间

的关系示意图。

３．２　系数相关性的定性描述

在小波变换系数分布模型的研究中，条件概率密

度函数往往用于衡量小波系数与其相邻系数之间的

相关性，因此，将其引入ＡＡＣＴ域，并利用条件概率

密度分布对 ＡＡＣＴ系数的相关性进行定性描述。

图４画出了Ｐｅｐｐｅｒｓ图像ＡＡＣＴ分解相邻系数的条

件概率分布犘（犡／犘犡），犘（犡／犖犡）和犘（犡／犆犡），这

里犡表示方向子带狔２，１的子带系数，犖犡 表示狔２，１中

在犡周围的系数，犘犡表示犡的父系数（即狔３，１中与犡

处于同一位置的系数），犆犡表示狔２，２～狔２，８中与犡处

于同一位置的系数。图中横坐标表示犡的幅值，纵坐

标表示犡的相邻系数幅值，像素亮度表示条件概率，

越白，对应的条件概率也就越大。

４０１
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图３ ＡＡＣＴ系数与其相邻系数关系示意图

Ｆｉｇ．３ ＡＡＣＴｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ

图４ Ｐｅｐｐｅｒｓ图像子带条件概率分布。（ａ）Ｐ（犡／犘犡）；（ｂ）犘（犡／犖犡）；（ｃ）犘（犡／犆犡）

Ｆｉｇ．４ ＣｏｎｄｉｔｉｏｎｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｏｎｅｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｌｓｕｂｂａｎｄｏｆＰｅｐｐｅｒｓ．（ａ）犘（犡／犘犡）；（ｂ）犘（犡／犖犡）；（ｃ）犘（犡／犆犡）

　　从图４中可以看出，三种类型的相邻系数的条

件概率分布均呈现不规则的领结（ｂｏｗｔｉｅ）形状，这

意味着犘（犡／犘犡）≠犘（犡），犘（犡／犖犡）≠犘（犡）

和犘（犡／犆犡）≠犘（犡），否则条件概率应该是带状

分布而非领结形。其他子带同样存在类似的分布，

这说明ＡＡＣＴ相邻系数之间存在一定的相关性，并

非是统计独立的。

３．３　系数相关性的定量描述

文献指出，互信息量和互相关系数可以很好地

描述小波系数之间的统计依赖程度。对于两个随机

信号 犡 和犢，它们之间的联合分布概率密度为

狆（狓，狔），狆（狓）和狆（狔）分别为犡和犢的边缘分布概

率密度，则互相关系数ρ（犡，犢）和互信息量犐（犡；犢）

分别定义为

ρ（犡，犢）＝
犈 ［犡－犈（犡）］［犢－犈（犢｛ ｝）］

［犈（犡２）－犈
２（犡）］［犈（犢２）－犈

２（犢槡 ）］
， （１）

犐（犡；犢）＝犈犡，犢 ｌｎ
狆（狓，狔）

狆（狓）狆（狔［ ］）＝∫
＋∞

－∞
∫
＋∞

－∞

狆（狓，狔）ｌｎ
狆（狓，狔）

狆（狓）狆（狔）
ｄ狓ｄ狔， （２）

（２）式中犐（犡；犢）的值越大，表明随机变量犡和犢的

统计依赖程度越高，两者所包含的共同信息也就越

多。当犡和犢相互独立，即狆（狓，狔）＝狆（狓）狆（狔）时，

互信息量为零。表１列出了５幅标准图像 ＡＡＣＴ

分解后的互信息量及互相关系数。从表中可以看

出，５ 幅图像都满足犐（犡；犆犡）＜ 犐（犡；犘犡）＜

犐（犡；犖犡），这说明空间位置相邻的系数之间的互信

息量最大，子带内的系数相关程度最高，且跨尺度之

间ＡＡＣＴ系数仍然具有一定的相关性。而互相关系

数与互信息量反映的信息一致，狘ρ（犡；犆犡）狘＜

狘ρ（犡；犘犡）狘＜狘ρ（犡；犖犡）狘，空间位置相邻系数

之间的相关性大于相邻尺度及相邻方向的相关性。

换言之，ＡＡＣＴ系数与小波系数一样，都具有聚类

性和持续性的特点。
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表１ 标准测试图像的互信息量

Ｔａｂｌｅ１ Ｍｕｔｕａｌｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆｓｔａｎｄａｒｄｔｅｓｔｉｍａｇｅｓ

Ｍｕｔｕａｌｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｍｕｔｕａｌｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ

Ｉｍａｇｅ 狘犐（犡，犘犡）狘 狘犐（犡，犖犡）狘 狘犐（犡，犆犡）狘 狘ρ（犡，犘犡）狘 狘ρ（犡，犖犡）狘 狘ρ（犡，犆犡）狘

Ｂａｒｂａｒａ ０．０９９０ ０．５１９３ ０．０９３２ ０．０９２６ ０．４０５０ ０．０８４６

Ｂｏａｔ ０．１４２７ ０．５８２４ ０．１３８９ ０．０９１４ ０．４７９４ ０．０８６０

Ｂｒｉｄｇｅ ０．１６９７ ０．６７０２ ０．１３５２ ０．４６７１ ０．４０６８ ０．０４３１

Ｃａｍｅｒａｍａｎ ０．０９７６ ０．３５１４ ０．０６２３ ０．１１２４ ０．４１３３ ０．０８０９

Ｃｏｕｐｌｅ ０．１６３７ ０．４４５７ ０．０９５６ ０．１０７０ ０．４３６８ ０．１０４２

４　广义非高斯二元变量统计模型

由前述可知，ＡＡＣＴ系数分布具有聚类性和持

续性，且其系数的联合概率密度分布具有非高斯、高

峰度和长拖尾等特点，因此，为了更好地刻画其层间

相关性，采用非高斯二元变量统计模型（ＮＧＢＤ）来

对其进行逼近。假设有如下的ＮＧＢＤ模型

犳（狓，狔）＝犓·ｅｘｐ（－犪 狓２＋狔槡
２）， （３）

式中狓，狔分别表示子系数和父系数，父系数狔位于狓

的上一粗糙尺度相同方向相同空间位置上，犓和犪决

定概率密度分布函数的形状。式中犪＝槡３／σ，犓 ＝

３／２πσ
２。为了更准确地对ＡＡＣＴ系数分布进行建模，

对该模型进行了一定的修正［１０，１１］，修正后的广义非高

斯二元变量统计模型（ＧＮＢＤ）为

犳（狓，狔；σ狓，σ狔，ξ）＝犙（ξ，σ狓，σ狔）ｅｘｐ －
狓２

Θ（ξ）σ［ ］狓
２＋

狔
２

Θ（ξ）σ［ ］狔｛ ｝２｛ ｝
ξ

， （４）

式中犙（ξ，σ狓，σ狔）为归一化系数，且满足


狓，狔∈犚

犳（狓，狔；σ狓，σ狔，ξ）ｄ狓ｄ狔＝１． （５）

　　Θ（ξ）是随ξ变换的变量，它使得σ狓 和σ狔 等于随机信号犡 和犢 的均方差。令狓 ＝Θ（ξ）狉σ１ｃｏｓθ，狔＝

Θ（ξ）狉σ２ｓｉｎθ，不难得出

Θ（ξ）＝ ２Γ（１／ξ）／Γ（２／ξ槡 ），犙（ξ，σ狓，σ狔）＝
Γ（２／ξ）ξ

２πσ狓σ狔Γ
２（１／ξ）

， （６）

式中Γ（·）表示ｇａｍｍａ函数，Γ（狊）＝∫
＋∞

０

ｅｘｐ（－狋）狋
狊－１ｄ狋。

ＧＮＢＤ模型中，σ狓，σ狔 为随机变量犡 与犢 的方差，可以通过矩法或最大似然法进行估计，因此关键问题

是如何估计ξ。利用矩法估计ξ。首先计算狘犡狘狘犢狘的一阶原点矩犿１，１

犿１，１ ＝
狓，狔∈犚

狘狓狘狘狔狘犳（狓，狔；σ狓，σ狔，ξ）ｄ狓ｄ狔， （７）

　　将狓＝Θ（ξ）狉σ１ｃｏｓθ，狔＝Θ（ξ）狉σ２ｓｉｎθ，令狉
２ξ＝狋，代入（７）式，并转化为极坐标，有

犿１，１ ＝
狓，狔∈犚

狘狓狘狘狔狘犳（狓，狔；σ狓，σ狔，ξ）ｄ狓ｄ狔＝２犙（ξ，σ狓，σ狔）Θ
４（ξ）σ

２
狓σ
２
狔∫
∞

－∞

ｅｘｐ（－狉
２ξ）狉３ｄ狉， （８）

所以

犿１，１ ＝犙（ξ，σ狓，σ狔）Θ
４（ξ）σ

２
狓σ
２
狔／ξ＝２σ狓σ狔／π． （９）

（９）式说明狘犡狘狘犢狘的一阶原点矩与ξ无关，因此ξ
无法通过 犿１，１ 进行估计，但 犿１，１ 可以用来检验

ＧＮＢＤ模型与变换系数联合概率密度的吻合程度。

同理可得到二阶原点矩犿２，２

犿２，２ ＝σ
２
狓σ
２
狔Γ（１／ξ）Γ（３／ξ）／２Γ

２ ２／（ ）［ ］ξ ，（１０）

令Φ（ξ）＝ ２Γ
２ ２／（ ）［ ］ξ ／Γ（１／ξ）Γ（３／ξ），则有ξ＝

Φ
－１（σ

２
狓σ
２
狔／犿２，２）。式中Φ

－１ 为Φ的反函数，可采取双

曲线拟合反函数Φ
－１ 而后查表的方法得到［１４］。同样

σ
２
狓，σ

２
狔 和犿２，２ 的值由矩法估计。

５　实　　验

为验证广义非高斯二元变量统计模型描述
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ＡＡＣＴ系数的准确性，选用２０幅标准图像作为测试

图像，对其按上述方法进行系数分布建模。图５为

２０幅标准图像ＡＡＣＴ变换系数的广义非高斯二元变

量统计模型形状参数ξ的直方图，ＡＡＣＴ分解层数为

４层，每层分解的方向子带数分别为［１６，１６，８，８］，每

个方向子带的ξ按照上述方法进行估计。由图５可

以看出，大部分的ξ值集中于０．２～０．６之间，ξ的均

值为０．３７２７，ξ大于１的概率为０．５％，这进一步验证

了ＡＡＣＴ变换系数联合分布的非高斯性。

图５ 广义非高斯二元变量模型中ξ的直方图分布

Ｆｉｇ．５ ＨｉｓｔｏｇｒａｍｏｆξｉｎｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｎｏｎＧａｕｓｓｉａｎ

ｂｉｖａｒｉａｔｅｍｏｄｅｌ

而由（９）式可知，一阶原点矩犿１，１ 与ξ无关，因

此可以用犿１，１检验广义非高斯二元变量统计模型与

变换系数联合分布的吻合程度。定义偏差测度ε为：

ε＝狘犿^１，１ －犿１，１狘／犿１，１ ×１００％，其中 犿１，１ ＝

２σ狓δ狔／π，^犿１，１＝∑
犕

犻＝１

狘狓犻狔犻狘／犕。若变换系数的实际

联合分布与广义非高斯二元变量模型完全吻合，则

误差测度ε＝０。对图像库中的２０幅图像分别进行

ＡＡＣＴ变换，求出各子带犡与犘犡 的广义非高斯二

元变量模型参数σ狓，σ狔 及犿^１，１，再求出偏差测度，其

偏差测度的平均值为２．７７％，这说明广义非高斯二

元变量模型能较为准确地描述 ＡＡＣＴ系数的联合

分布。

６　结　　论

小波变换在诸多领域中的巨大成功，很大程度

上得益于对小波系数分布的准确建模。与小波系数

的分布类似，抗混叠轮廓波变换系数同样具有聚类

特性和持续性，以及非高斯、高峰度和长拖尾等特

点。借鉴小波系数建模的成功经验，从ＡＡＣＴ系数

的联合统计模型入手，对ＡＡＣＴ系数层间相关性进

行了定性和定量的分析研究。在此基础上，利用广

义非高斯二元变量分布模型对其进行建模，并给出

了其相应参数的矩法估计量。通过对形状参数ξ以

及一阶原点矩犿１，１的初步统计表明，该模型能够较

为准确地描述ＡＡＣＴ系数的联合分布，为下一步深

入研究其系数模型奠定了良好的基础。
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