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１＋２维超高斯型非局域空间光孤子
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摘要　利用变分法研究了１＋２维超高斯型光束在强非局域非线性介质中的传输特性，得到了１＋２维超高斯型光

束各参量的近似演化方程、一个临界功率及光束各参量的近似演化规律。一般情形下，１＋２维超高斯型光束在强

非局域非线性介质中传输时，其束宽按正弦和余弦规律作周期性振荡变化，当初始功率等于临界功率时，其束宽则

保持不变，可以得到稳定的１＋２维超高斯型非局域空间光孤子。另外，经过分析得到临界功率随光束阶次的增大

而增大，与相位因子的阶次无关；光孤子的相移快慢与光束阶次、相位因子的阶次、初始功率都有关，但随着光束阶

次的升高其主要依赖于光束阶次和初始功率，相位因子的阶次的影响可以忽略。
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１　引　　言

１９９７年Ｓｎｙｄｅｒ和 Ｍｉｔｃｈｅｌｌ
［１］提出了强非局域

模型，在 此模型下非局域非线性薛 定 谔 方 程

（ＮｏｎｌｏｃａｌＮｏｎｌｉｎｅａｒＳｃｈｒｄｉｎｇｅｒＥｑｕａｔｉｏｎ，ＮＮＬＳＥ）

可以转化为一个线性方程来处理，可以得到空间孤

子解，得到了Ｓｈｅｎ的高度评价
［２］，由此也掀开了非

局域空间光孤子研究的序幕。郭旗等［３］通过对强非

局域非线性介质的响应函数作两次泰勒级数展开，

每次都取到两阶，使 ＮＮＬＳＥ的非线性项保留到两

项不为零项，对Ｓｎｙｄｅｒ和 Ｍｉｔｃｈｅｌｌ的模型进行了修

正，提出了一种新的强非局域模型，并利用此模型研

究傍轴高斯光束在强非局域非线性介质中的传输特

性，得到了“大相移”的结果；利用变分法［４］通过对强

非局域介质的响应函数作两次泰勒级数展开，每次

都取到四阶，使 ＮＮＬＳＥ的非线性项保留到三项不

为零项，探讨光束在强非局域介质中的传输特

性［５～７］。张涛等［８］在实验上观察了空间光孤子在向

列液晶中的传输，找到了不同束宽下形成非局域空
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间光孤子的临界功率。文献［９］探讨了双曲正割型

光束在强非局域介质中的传输特性。对于１＋１维

超高斯光束在强非局域介质中传输时的特性，有的

学者进行了探讨，得到稳定的超高斯型空间光孤

子［１０］。对于１＋２维情形，将具有怎样的传输特性，

能否也类似地得到１＋２维超高斯型空间光孤子，本

文利用变分法对这些问题进行了探讨。

２　光束参量演化方程

在忽略传输损耗的情形下，１＋２ＤＮＮＬＳＥ可

以写为［３，６］

ｉ
φ
狕
＋μ


２

狓
２＋


２

狔（ ）２ φ＋ρφ∫
＋∞

－∞
∫
＋∞

－∞

犚（狓－狓′，狔－狔′）φ（狓′，狔′，狕）
２ｄ狓′ｄ狔′＝０， （１）

式中φ（狓，狔，狕）为傍轴光束的变化函数，μ＝１／（２犽），ρ＝犽狀２／狀０，狀０是非线性介质折射率的线性部分，狀２是折

射率非线性部分的系数，犽为对应于狀０的波数，狕为光束传输方向坐标，狓，狔为横向方向坐标，犚（狓，狔）为非局

域介质实数响应函数，其满足归一化条件，即∫
＋∞

－∞
∫
＋∞

－∞

犚（狓，狔）ｄ狓ｄ狔＝１。由（１）式描述的物理系统的拉格朗日密

度函数为［６］：

犔＝犔１＋犔２， （２）

犔１ ＝
ｉ

２ φ
 φ
狕
－φ
φ



（ ）狕 －μ
φ
狓

２
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φ
狔（ ）

２

， （３）

犔２ ＝
１

２ρφ
２

∫
＋∞

－∞
∫
＋∞

－∞

犚（狓－狓′，狔－狔′）φ（狓′，狔′，狕）
２ｄ狓′ｄ狔′， （４）

式中φ
 是φ的复数共轭函数，犔１为线性项，犔２为非线性项。假设超高斯型光束在强非局域介质中传输，还能

保持超高斯型形式，即假设（１）式的试探解为超高斯型函数

φ（狓，狔，狕）＝犃（狕）ｅｘｐ［ｉθ（狕）］ｅｘｐ －
１

２

狓２＋狔
２

犪２（狕［ ］）
犿

＋ｉ犮（狕）（狓
２
＋狔

２）｛ ｝狀 ， （５）

式中犃（狕）为复振幅大小，θ（狕）为复振幅相位，犪（狕）为束宽，犮（狕）为波前曲率系数，犿为超高斯光束的阶数，狀

为相位因子的阶数［１０］；当犿＝１，狀＝１时，超高斯光束退化为普通形的高斯光束。初始时，狕＝０，复振幅大

小、复振幅相位、束宽、波前曲率系数分别为犃０，θ０，犪０，犮０。

由变分原理δ∫∫∫犔ｄ狓ｄ狔ｄ狕＝０可得δ∫犔狉ｄ狕＝０，其中：

犔狉 ＝∫
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将（５）式代入（３）式后得
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犿
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将（５）式代入（４）式，并考虑到强非局域模型犪（狕）／狑犿 １（狑犿 是强非局域介质响应函数特征宽度），将犚（狓

－狓′，狔－狔′）在狓′＝０，狔′＝０处作泰勒级数展开取到二阶，并考虑到犚（狓－狓′，狔－狔′）的轴对称性，含有狓′，

狔′的奇次项积分后其值为零，可得

犔２ ＝
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犃２ φ
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１（ ）犿 犚（狓，狔）＋１２犪２Γ
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式中犚
（２，０）（狓，狔）＝


２犚（狓－狓′，狔－狔′）

（狓－狓′）
２

狓′＝０，狔′＝０

，犚
（０，２）（狓，狔）＝


２犚（狓－狓′，狔－狔′）
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，Γ为伽马函数。

将（７）式，（８）式代入（６）式，再对犚（狓，狔）在狓＝０，狔＝０处第二次作泰勒级数展开取到犚（狓，狔）的二

阶，犚
（２，０）（狓，狔），犚

（０，２）（狓，狔）分别用犚
（２，０）（０，０），犚

（０，２）（０，０）近似代替，并考虑到犚（狓，狔）的轴对称性，含有狓，

狔的奇次项积分后其值为零，且犚
（２，０）（０，０）＝犚

（０，２）（０，０），可得
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２
１
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ξ１ξ
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式中犚０ ＝犚（０，０），γ＝－犚
（２，０）（０，０）＝－犚

（０，２）（０，０）＞０（因犚０ 是犚 的最大值），ξ１ ＝１／Γ（１／犿），ξ２ ＝

１／Γ（２／犿），犽１ ＝１／Γ［（狀＋１）／犿］，犽２ ＝Γ（２狀／犿）／Γ［（狀＋１）／犿］。由变分原理可得δ犔狉／δ狆ｉ＝０，即

δ犔ｒ

δ狆ｉ
＝


狕

犔ｒ

（狆ｉ／狕［ ］）－
犔ｒ

狆ｉ
， （１０）

式中狆ｉ为光束参量θ，犮，犃，犪。将（９）式代入（１０）式，并整理可得：

犃＝
１

犪

犿犘０ξ１

槡π
， （１１）

ｄ犪
ｄ狕
－４狀μ犮犪

２狀－１犽２ ＝０， （１２）

ｄ犮
ｄ狕
－ μ
犪２狀＋２

犿２

狀
犽１＋４狀（２狀－１）μ犮

２犪２狀－２犽２＋ρ
γ犽１犘０
２狀ξ２犪

２狀－２ ＝０， （１３）

ｄθ
ｄ狕
＋μ
犿２（狀＋１）

狀犪２ ξ１－４狀（狀－１）μ犮
２犪４狀－２

犽２
犽１
ξ１－ρ犚０犘０＋

（２狀－１）ργξ１犘０
２狀ξ２

犪２ ＝０， （１４）

式中犘０＝∫
＋∞

－∞
∫
＋∞

－∞

φ（狓，狔，狕）
２ｄ狓ｄ狔＝∫

＋∞

－∞
∫
＋∞

－∞

φ（狓，狔，０）
２ｄ狓ｄ狔，为光束初始输入功率。（１１）式～（１４）式即为

１＋２维超高斯光束在具有轴对称强非局域非线性介质中传输时各参量的演化方程。

３　 光束各参量的演化规律

引入束宽归一化参量犺＝犪／犪０，由（１２）式，（１３）式可得

ｄ２犺

ｄ狕２
＝
４μ

２

犪４０犺
３犿

２犽１犽２－
２μρ犘０γ犽１犽２

ξ２
犺． （１５）

令（１５）式的右边等于零，可以得到一个临界功率
［３，６］

犘０ｃ＝２μ犿
２

ξ２／（犪
４
０ργ）． （１６）

设光束从光腰处入射，有ｄ犺／ｄ狕 狕＝０＝０，（１５）式可以进一步变为

ｄ犺
ｄ（ ）狕

２

＝
λ２
犺２
λ１

λ２
－犺（ ）２ （犺２－１）， （１７）

式中λ１ ＝４μ
２犿２犽１犽２／犪

４
０，λ２ ＝２μρ犘０γ犽１犽２／ξ２。求解（１７）式可得

犺２ ＝ ［ｃｏｓ
２（β狕）＋λｓｉｎ

２（β狕）］， （１８）

或 犪２ ＝犪
２
０［ｃｏｓ

２（β狕）＋λｓｉｎ
２（β狕）］， （１９）

式中β＝ λ槡２ ＝ ２μρ犘０γ犽１犽２／ξ槡 ２ ；λ＝λ１／λ２ ＝犘０ｃ／犘０。将（１９）式代入（１１）式，（１３）式，（１４）式可得

犃＝
１

犪０

犿ξ１犘０

π［ｃｏｓ
２（β狕）＋λｓｉｎ

２（β狕槡 ）］
， （２０）

θ＝－
犿 狀＋（ ）１ξ１

２狀 犽１犽槡 ２

ａｒｃｔａｎ［槡λｔａｎ（β狕）］＋
犪２０（狀－１）ξ１（λ１－λ２）

３２狀μ犽１犽２ λ槡１

＋｛２ λ槡１狕＋ａｒｃｔａｎ［槡λｔａｎ（２β狕）］｝＋

　　ρ犚０犘０狕＋
（２狀－１）ργξ１
２狀ξ２

犘０犪
２
０

（λ＋１）狕
２

－
（λ－１）ｓｉｎ（２β狕）

４［ ］
β

， （２１）

犮＝ β（λ－１）ｓｉｎ（２β狕）

８狀μ犽２犪
２狀－２
０ ［ｃｏｓ２（β狕）＋λｓｉｎ

２（β狕）］
狀． （２２）

（１９）式～（２２）式即为１＋２维超高斯型光束在强非局域非线性介质中传输时光束各参量的演化规律。

４　结果讨论与分析

４．１　１＋２维超高斯型空间光孤子

当光束初始功率等于临界功率，且光束从光腰处入射时，犘０＝犘０ｃ，λ＝１；由（１９）式～（２２）式可知，犪＝犪０；犃＝

犿犘０犮ξ１／槡 π／犪０，θ＝［－μ犿
２（狀＋１）ξ１／（狀犪

２
０）＋犘０ｃρ犚０＋（２狀－１）犘０ｃργξ１犪

２
０／２狀ξ２］狕；犮＝０；光束在传输过程中，具有

平面波波前，除产生一个相移外，光束束宽保持不变，得到１＋２维超高斯型非局域空间光孤子。

５１２
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４．２　１＋２维高斯型空间光孤子

令犿＝１，狀＝１，超高斯光束退化为普通高斯光

束，此时ξ１＝
１

Γ（１）
＝１，ξ２＝

１

Γ（２）
＝１，犽１＝

１

Γ（２）
＝１，

犽２＝
Γ（２）

Γ（２）
＝１。（１１）式～（１４）式变为

犃＝
１

犪

犘０

槡π， （２３）

ｄ犪
ｄ狕
－４μ犮犪＝０， （２４）

ｄ犮
ｄ狕
－μ
犪４
＋４μ犮

２
＋ρ
γ犘０
２
＝０， （２５）

ｄθ
ｄ狕
＋
２μ
犪２
－ρ犚０犘０＋

ργ犘０
２
犪２ ＝０． （２６）

（１９）式～（２２）式变为

犃＝
１

犪０

犘０

π［ｃｏｓ
２（β狕）＋λｓｉｎ

２（β狕槡 ）］
， （２７）

θ＝－ａｒｃｔａｎ［槡λｔａｎ（β狕）］＋ρ犚０犘０狕＋

　ρ
γ
２
犘０犪

２
０

（λ＋１）狕
２

－
（λ－１）ｓｉｎ（２β狕）

４［ ］
β

，（２８）

犮＝ β（λ－１）ｓｉｎ（２β狕）

８μ［ｃｏｓ
２（β狕）＋λｓｉｎ

２（β狕）］
， （２９）

当光束初始功率等于临界功率，且光束从光腰处入

射时，犘０ ＝犘０ｃ，λ＝１，有犪＝犪０，犃＝ 犘０ｃ／槡 π／犪０；

θ＝［－２μ／犪
２
０＋犘０ｃρ犚０＋犘０ｃργ犪

２
０／２］狕；犮＝０。得到１

＋２维高斯型非局域空间光孤子，其结果与文献［３］

得到的结果一致。

４．３　 临界功率与光束阶次的关系

由（１６）式可知犘０ｃ＝２μ犿
２／［犪４０ργΓ （２／犿）］，表

明产生１＋２维超高斯型非局域空间光孤子的临界

功率随光束阶次犿的增大而增大，与相位因子的阶

次狀无关。分析其原因，这是因为光束阶次犿反应了

光束边沿的锐度，犿增大表示光束边沿的锐度增大，

光束更趋近于方形光束，传输时衍射明显，要形成空

间光孤子所需要的非线性压缩也更大，从而导致临

界功率增大。

４．４　 光孤子相移与光束阶次的关系

孤子相位θ＝［－μ犿
２（狀＋１）ξ１／（狀犪

２
０）＋犘０ｃρ犚０

＋（２狀－１）犘０ｃργξ１犪
２
０／２狀ξ２］狕，由此可知１＋２维超高

斯型非局域空间光孤子相移的改变快慢与光束阶次

犿，狀都有关，但随着阶次的升高（如狀≥４时）（狀＋

１）／狀≈１，（２狀－１）／狀≈２，θ≈［－μ犿
２

ξ１／犪
２
０＋犘０ｃρ犚０

＋犘０ｃργξ１犪
２
０／ξ２］狕，其主要依赖于犿和初始功率犘０，

狀的影响可以忽略。

５　结　　论

１＋２维超高斯光束在强非局域非线性介质中

传输时，其束宽远小于介质的响应函数的特征宽度，

可以通过对介质响应函数作泰勒级数展开，近似取

到二阶，使非局域非线性薛定谔方程中的非线性项

保留到两项不为零项，利用变分法可以得到光束各

参量的演化方程、演化规律以及临界功率。与高斯

光束在强非局域非线性介质中传输相比，其临界功

率更大，且随光束的阶次犿 的增大而增大。在一般

情形下，１＋２维超高斯型光束在强非局域非线性介

质中传输时其束宽按正弦和余弦规律作周期性振荡

变化；当初始功率等于临界功率，且在光腰处入射的

条件下，其束宽在传输过程中则保持不变，可以得到

一个１＋２维的超高斯型非局域空间光孤子。
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