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基于随机并行梯度下降算法的多级波前校正技术

王三宏　梁永辉　龙学军　于起峰　谢文科
（国防科学技术大学光电科学与工程学院，湖南 长沙４１００７３）

摘要　为提高基于随机并行梯度下降（ＳＰＧＤ）算法的高分辨率自适应光学（ＡＯ）系统的有效校正带宽，提出了分级

ＳＰＧＤ波前校正的方法。在每一级ＳＰＧＤ波前校正中，将高分辨率波前校正器的控制单元按位置分成多组，每一组

都施加相同的控制电压作为一个控制变量。采用的校正级越高，独立的控制变量的数目也越多。多级ＳＰＧＤ自适

应光学系统按从低到高的等级顺序对畸变波前进行校正。以一个具有１６×１６控制单元的分立活塞式波前校正器

为基础建立了基于３级ＳＰＧＤ波前校正的自适应光学系统的数值模型，并针对大气湍流引起的某一帧随机相位屏

做了模拟校正实验。结果表明采用分级波前校正后收敛速度提高了２３％，此方法确实提高了基于随机并行梯度下

降算法的自适应光学系统的有效校正带宽。
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１　引　　言

控制单元数目高达数百甚至数百万的波前校正

器（如：液晶空间光调制器及微电子机械系统

（ＭＥＭＳ）变形镜）的出现正促使自适应光学（ＡＯ）
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系统从低分辨率向高分辨率升级。但是对基于相位

共轭原理的传统自适应光学系统来说，波前传感器

进行数据处理所需要的时间随着控制单元数目的平

方而增加［１］，造成从开始测量相位到计算出波前校

正器控制信号之间的延时较长，因此实时性成为这

种自适应光学系统向高分辨率扩展的难以克服的困

难。而随着遗传算法［２］以及随机并行梯度下降

（ＳＰＧＤ）算法的引入，基于系统性能评价函数优化

的自适应光学研究则取得了较大的进展，特别是基

于ＳＰＧＤ算法的自适应光学系统显示了很好的应

用前景［３～１２］。但是这种ＳＰＧＤＡＯ系统由于其控制

算法的迭代本质，依然面临向高分辨率升级时有效

校正带宽不足的问题。不过，ＳＰＧＤＡＯ系统所具

有的诸多优点仍然激发人们寻求新的方法来改进标

准的ＳＰＧＤＡＯ流程以提高系统的带宽
［１３，１４］。全

局耦合法［１３］通过同步控制一个低分辨率的模式变

形镜与一个高分辨率的波前校正器来提高系统的收

敛速度，但是这种方法存在一个缺点，两个波前校正

器之间存在的耦合也会导致彼此干扰。为避免波前

校正器之间的干扰，本文提出一种新的分级校正的

方法以进一步提高系统的有效校正带宽。

２　标准ＳＰＧＤＡＯ系统

为了方便讨论，只针对接收系统进行研究。一

束平面光波经过湍流大气之后被成像透镜接收并成

像在ＣＣＤ上，根据ＣＣＤ图像提取随波前畸变程度

单调递变的标量性能评价函数，然后采用ＳＰＧＤ最

优化算法控制波前校正器对畸变波前的相位进行补

偿以优化系统性能评价函数，使其达到唯一极值，从

而消除系统中的波前畸变。系统结构示意图如图１

所示。

图１ ＳＰＧＤＡＯ接收系统示意图

Ｆｉｇ．１ ＳｃｈｅｍａｔｉｃｏｆＳＰＧＤＡＯｒｅｃｅｉｖｅｒｓｙｓｔｅｍ

　　选取系统性能评价函数犑 为Ｓｔｒｅｈｌ比：犑＝

犐ｍａｘ／犐０，ｍａｘ，其中犐０，ｍａｘ为无波前畸变时远场光斑的衍

射极限峰值强度，犐ｍａｘ为存在波前畸变时远场光斑

的实际峰值强度。在狋时刻，犑为残余相位的函数：

犑（狋）＝犑［（狉，狋）］，残余相位（狉，狋）＝φ（狉，狋）＋

φｃ（狉，狋），其中φ（狉，狋）为畸变波前的相位，而φｃ（狉，狋）

为波前校正器产生的补偿相位。犖 单元波前校正

器产生的补偿相位可以表示为：φｃ（狉，狋）＝∑
犖

犼＝１
狌犼（狋）犛犼

（狉），其中犛犼（狉）为第犼个校正单元的影响函数，

狌犼（狋）为加在该单元上的控制电压。根据“冻结湍

流”假说，动态变化的畸变相位之间存在时间相关

性，只要在足够短的时间 犜 内（犜＜１／犳Ｇ，犳Ｇ 为

Ｇｒｅｅｎｗｏｏｄ频率），畸变相位随时间的变化可以忽

略［１５］，从而可将犑仅表示为波前校正器控制电压

狌＝（狌１，狌２，…，狌犖）的函数犑＝犑（狌）。

对于一个固定分布的畸变波前的相位φ（狉），按

照ＳＰＧＤ算法流程，在每次迭代过程中，先对所有

控制变量同时施加统计独立的随机扰动δ狌＝（δ狌１，

δ狌２，…，δ狌犖），然后再施加反向的扰动 －δ狌＝

（－δ狌１，－δ狌２，…，－δ狌犖），利用两次扰动后犑的变

化量δ犑＝犑（狌＋δ狌）－犑（狌－δ狌）可以得到犑关于各

分量的梯度的随机估计δ犑δ狌。将其代入梯度下降

算法的迭代公式即可得到ＳＰＧＤ算法的基本迭代

公式

狌
（狀＋１）

＝狌
（狀）
＋γδ犑

（狀）
δ狌

（狀），（狀＝０，１，…），（１）

其中γ为迭代增益系数，上标狀表示迭代步数。当

经过多步迭代后，犑趋于极值。

显然，只要在小于犜 的时间内，针对固定的波

前畸变采用ＳＰＧＤ算法控制波前校正器使犑迅速

趋于最大值，则该方法也可以用于校正大气湍流产

生的动态波前畸变。因此，针对固定的波前畸变，研

究能使犑更快速地收敛的方法是提高ＳＰＧＤＡＯ系

统有效校正带宽的关键。

３　分级ＳＰＧＤ波前校正

３．１　波前畸变的空域及时域特性

对于光波在大气中传播的研究，常采用科尔莫

戈罗夫（Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ）大气湍流模型。在惯性子区，

畸变相位的空域功率谱可以表示为

Φ（κ）＝ （０．０２３／狉
５／３
０ ）κ

－１１／３， （２）

其中κ为空间频率，狉０ 为弗里德（Ｆｒｉｅｄ）常数。显

然，空间频率越高，该频率成分在畸变相位中所占的

比例越小，空间频率越低，该频率成分在畸变相位中

所占的比例则越大。这说明在大空间尺度区域上的

相位起伏大，在小空间尺度区域上的相位起伏小。

而畸变相位的时域功率谱则服从指数定律，图
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２引自 Ｇｒｅｅｎｗｏｏｄ关于波前补偿系统时间带宽讨

论的经典文献［１６］。图中纵坐标为归一化的时间功

率谱：犎φ（狓）＝犉φ（犳）０．４８１犳０（狉０／犇）
５／３，横坐标为

归一化的时间频率狓＝犳／犳０，其中犉φ（犳）是直径为

犱的子孔径内波前畸变的平均相位的时间功率谱，犳

为时间频率，犳０＝狏／（π犇），狏为风速，犇 为波前校正

器直径（如图１所示，也是成像透镜直径）。该文献

还指出：随着子孔径的尺度越大，在高频处其时间功

率谱曲线向下偏折越厉害。也就是说，如果用子孔

径尺度较大的波前校正器去补偿畸变相位，则其所

需要的时间带宽可以比用子孔径尺度较小的波前校

正器所需要的时间带宽降低。

图２ 整体倾斜去除后子孔径内平均相位

的归一化时间功率谱

Ｆｉｇ．２ Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄｔｅｍｐｏｒａｌｐｏｗｅｒｓｐｅｃｔｒａｏｆｐｈａｓｅ

ａｖｅｒａｇｅｄｉｎａｓｕｂａｐｅｒｔｕｒｅｆｏｒｏｖｅｒａｌｌｔｉｌｔｒｅｍｏｖｅｄ

　　综合上述畸变波前相位的空域及时域特点，可

以得到结论：空间上大尺度区域内的波前相位畸变

较大，但是其平均相位变化慢；小尺度区域内的波前

相位畸变较小，但是其平均相位变化快。

３．２　分级波前校正

鉴于波前畸变的空域及时域特点，若能更迅速

地补偿大相位畸变，则会提高犑的收敛速度。利用

ＳＰＧＤ算法的收敛速度随控制变量数目的平方根递

减的特性［１７］，可以先用控制单元数较少而子孔径尺

度较大的波前校正器快速校正大相位畸变，然后再

换用分辨率更高的波前校正器校正残余的小相位畸

变，此即分级波前校正的思想。

对于固定的波前畸变，首先用ＳＰＧＤ算法控制

子孔径尺度为犱１ 的波前校正器去补偿，理论上，犑

将收敛到唯一极值。此时每个校正单元上残余相位

畸变的方差［１６］（去除整体平移及整体倾斜之后）为

σ
２
＝０．１４（犱／狉０）

５／３， （３）

其中子孔径直径犱＝犱１。若其校正效果尚不能满足

对相位残差的要求，则换用子孔径尺度为犱２（犱２＜犱１）

的波前校正器继续进行补偿，如此逐级增大波前校

正器的分辨率直到满足对相位残差的要求。根据斯

垂耳（Ｓｔｒｅｈｌ）比与残余相位方差之间存在的近似关

系：犑≈ｅ
－σ
２

（在畸变相位的均方根残差小于２ｒａｄ时

成立）［１８］，可以设置阈值

犑犻＝α犻ｅ
－０．１４（犱犻

／狉
０
）５
／３

， （４）

其中α犻为调节参数，０＜α犻≤１，下标犻表示等级次

序。校正过程中通过判断犑值与各级阈值犑犻 的大

小关系以决定采用何种分辨率的波前校正器。

但是对任何实际的ＳＰＧＤＡＯ系统总是存在很

多局部极值，因此犑并非总是收敛到唯一极值，而

且根据初始畸变相位的不同，犑的收敛极值可能差

别较大。显然，直接按照（４）式设置阈值将不可行。

注意到在波前校正过程中可以通过犑随时间演化

曲线的斜率变化来判断犑 的收敛情况，因此可以通

过如下方法来确定阈值。连续记录犕＋１步迭代过

程中的犑值（犑
（狀－犕），犑

（狀－犕＋２），…，犑
（狀）），令

犓（狀）＝ （犑
（狀）
－犑

（狀－犕））／犕， （５）

表示第狀步迭代处犑 随时间演化曲线的斜率。使

用不同分辨率的波前校正器补偿同一波前畸变，然

后通过在相同湍流强度下变换待补偿波前畸变进行

多次实验，得到各自分辨率情况下犑值的平均演化

曲线所对应的斜率曲线，各分辨率条件下斜率曲线

的交点即可作为相邻两级之间的分界点。如此确定

分界点的原因在于，不同分辨率的波前校正器在初

始校正阶段的收敛速度不一样：分辨率低的收敛比

较快，其斜率相应要大一些；分辨率高的收敛比较

慢，其斜率也相应要小一些。当两条斜率曲线相交

时意味着两者的收敛速度已经相同。根据这一关

系，可以事先通过实验测得在某大气湍流强度下各

分界点所对应的斜率值｛犓１，犓２，…｝。在校正该大

气湍流强度下波前畸变的过程中，当斜率到达各分

界点时，记录下各自对应的犑值即可作为本次校正

的分级阈值｛犑１，犑２，…｝。

３．３　实例

为了更清楚地说明分级波前校正的具体过程，

考虑到高分辨率波前校正器的校正单元大多属于分

立式，且以活塞型运动为主，因此针对活塞型波前校

正器给出一个分级波前校正的例子。

考虑一个二维分布的犖＝１６×１６单元的波前

校正器，每个单元所对应的光学子孔径都是边长为

犪的正方形。影响函数｛犛犼（狉）｝为中心在狉犼 点处的

步进函数犛犼（狉）＝犛（狉－狉犼），其中
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犛（狉）＝
１， 狘狓狘＜犪／２，狘狔狘＜犪／２

０，｛ ｏｔｈｅｒ
． （６）

　　将此波前校正器光学表面分成犖１＝８×８个子

区域，对每个子区域内的所有２×２个控制单元都施

加相同的控制电压，则此犖＝１６×１６单元的波前校

正器相当于一个具有犖１＝８×８校正单元的波前校

正器。新波前校正器的每个校正单元的光学子区域

是边长为２犪的正方形，影响函数｛犛′犼（狉）｝为中心在

狉′犼点处的步进函数犛′犼（狉）＝犛′（狉－狉′犼），其中

犛′（狉）＝
１， 狘狓狘＜犪，狘狔狘＜犪

０，｛ ｏｔｈｅｒ
． （７）

　　不仅是按正方形划分，还可以将犖＝１６×１６单

元的波前校正器的光学表面分成犖２＝８×１６个子

区域，每个子区域是 ２犪×犪 的矩形，影响函数

｛犛″犼（狉）｝相应变为中心在狉″犼点处的步进函数犛″犼（狉）＝

犛″（狉－狉″犼），其中

犛″（狉）＝
１， 狘狓狘＜犪，狘狔狘＜犪／２

０，｛ ｏｔｈｅｒ
． （８）

　　对固定分布的畸变相位φ（狉），首先将犖１ 单元

波前校正器的控制电压狌′＝（狌′１，狌′２，…，狌′犖１）作为

控制变量，按照ＳＰＧＤ算法流程执行校正。随着犑

的升高，按（５）式所计算的斜率值犓 不断下降，当犓

≤犓１ 时，将该时刻对应的犑值作为犑１，同时将犖２

单元波前校正器的控制电压狌″＝（狌″１，狌″２，…，狌″犖
２
）

作为控制变量，继续进行相同的过程。当 犓≤犓２

时，将该时刻对应的犑值作为犑２，并将犖 单元波前

校正器的控制电压狌＝（狌１，狌２，…，狌犖）作为控制变

量执行ＳＰＧＤ算法流程。需要注意的是，在两级之

间发生转换时，前一级波前校正器上的最终校正电

压要根据映射关系赋值给下一级波前校正器的控制

变量作为初始值，这在实际的物理系统中实现很方

便。如此即可形成一个３级ＳＰＧＤＡＯ系统。

在对动态变化的畸变相位φ（狉，狋）进行校正时，

实际测量的犑常会从一个较高的水平下降到一个

较低的水平，此时，就需要多级ＳＰＧＤＡＯ系统能自

动调整到前一级较低分辨率的工作状态。

根据上述过程，总结出一个犔级ＳＰＧＤ波前校

正的迭代公式

狌
（狀＋１）
犼 ＝狌

（狀）
犼 ＋γδ犑

（狀）
δ狌

（狀）
犼 ，

犼＝１，…，犖１　ｆｏｒ　犑＜犑１，

犼＝１，…，犖２　ｆｏｒ　犑１ ≤犑＜犑２，



犼＝１，…，犖犔　ｆｏｒ　犑犔－１ ≤犑． （９）

４　数值模拟

采用功率谱反演法，利用（２）式中的相位功率谱

生成随机相位屏［１９］，湍流强度设为犇／狉０＝１０。波

前校正器仍采用上节中的例子。

为了比较使用不同分辨率的波前校正器对

ＳＰＧＤ波前校正过程的不同影响，按图１所示的实

验系统结构，任取一帧相位屏，在去除了平均相移及

整体倾斜后，其方差为２．７７ｒａｄ２，分别使用校正单

元数为犖１，犖２ 和犖 的波前校正器进行了校正过程

的模拟。扰动变量服从伯努利（Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ）分布，扰

动幅度为０．２５ｒａｄ。每次经过２０００步的迭代过程，

重复进行２０次实验，得到以各自单元数标示的犑值

平均演化曲线

〈犑（狀′）〉＝
１

２０∑
２０

犿＝１

犑犿（狀′），

（狀′＝１，２，…，４０００）， （１０）

及２０次实验之间犑值标准偏差的演化曲线

σ犑（狀′）＝
１

２０∑
２０

犿＝１

犑犿（狀′）－〈犑（狀′［ ］）〉｛ ｝２
１／２

，（１１）

如图３所示。在迭代过程中，由于并不需要测量

狌
（狀）对应的犑（狌

（狀））值，因此此处的犑（狀′）值是依次记

录狌
（狀）＋δ狌

（狀）与狌
（狀）－δ狌

（狀）对应的犑（狌
（狀）＋δ狌

（狀））与

犑（狌
（狀）－δ狌

（狀））得到的。以

〈犑（狀８０％）〉＝
〈犑（４０００）〉－〈犑（１）〉

２
×

８０％＋〈犑（１）〉 （１２）

所对应的迭代步数狀８０％表示收敛速度的快慢，计算

得到狀犖１８０％ ∶狀
犖
２
８０％ ∶狀

犖
８０％≈１∶２∶４，似乎与 犖槡 １∶

犖槡 ２∶槡犖 槡＝１∶ ２∶２的收敛速度规律不符合，但

这主要是此处收敛速度的定义方式不同所致，因为

分辨率越高犑最终的收敛极值也越高。由图３（ａ）可

以看出，在犃点之前犖１ 曲线比犖２ 曲线具有较高

的犑值，在犅点之前犖２ 曲线比犖 曲线具有较高的

犑值，这表明在犃 点之前犖１ 单元的ＳＰＧＤＡＯ系

统的校正效果更好，在犃点与犅 点之间犖２ 单元的

ＳＰＧＤＡＯ系统的校正效果更好。从图３（ｂ）可以看

出，除在初始小段时间之外，σ犑 值随着校正单元数

的增加而增大，这说明随着校正单元数的提高

ＳＰＧＤＡＯ系统的收敛稳定性也降低了。因此使用

分辨率较低的波前校正器在校正大相位畸变阶段确

实具有优势。
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图３ 不同分辨率的ＳＰＧＤ波前校正实验的数值模拟结果

Ｆｉｇ．３ ＮｕｍｅｒｉｃａｌｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆＳＰＧＤｗａｖｅｆｒｏｎｔｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

　　为了确定分级所需要的阈值，针对同一随机相

位屏，分别使用校正单元数为犖１，犖２ 和犖 的波前

校正器进行校正，然后改变随机相位屏重复进行

１５０次实验，根据平均犑值的演化曲线按（５）式计算

其斜率演化曲线。由于只记录了犑（狌
（狀）＋δ狌

（狀））与

犑（狌
（狀）－δ狌

（狀）），因此令犑
（狀）
≈［犑（狌

（狀）＋δ狌
（狀））＋

犑（狌
（狀）－δ狌

（狀））］／２，并取犕＝２０，斜率演化曲线如图

４所示。从图中可以看出，在犆点之前犖１ 曲线比

犖２ 曲线具有更大的斜率，在犇点之前犖２ 曲线比犖

曲线具有更大的斜率，说明在犆点之前犖１ 单元的

ＳＰＧＤＡＯ系统具有更高的校正速度，在犆点与犇

点之间犖２ 单元的ＳＰＧＤＡＯ系统具有更高的校正

速度。因此，可以令 犓１＝β１犓犆，犓２＝β２犓犇，其中

犓犆＝１．５８×１０
－３及犓犇＝１．０８×１０

－３分别为犆点及

犇 点所对应的斜率；β１ 及β２ 为调节参数，通常取小

于１的正数比较好，但不得使犓１≤犓犃，犓２≤犓犅。

为便于比较，不失一般性，取与图３实验相同的

固定相位屏。令β１＝β２＝０．８，采用３级ＳＰＧＤ算法

进行校正，扰动变量服从Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ分布，扰动幅度

为０．２５ｒａｄ。每次经过２０００步的迭代过程，重复进

行２０次实验，得到以 Ｍｕｌｔｉｌｅｖｅｌ标示的犑的平均值

演化曲线及２０次实验之间犑值标准偏差的演化曲

线，如图５所示。为了更直观地与采用单个波前校

正器的ＳＰＧＤ波前校正结果比较，将图３中的对应

曲线也分别画出。从图５（ａ）可以看出Ｍｕｌｔｉｌｅｖｅｌ曲

线显然要比犖 曲线收敛更快，比犖１ 曲线和犖２ 曲

线具有更好的收敛末态；同时从图５（ｂ）可以看出

Ｍｕｌｔｉｌｅｖｅｌ曲线比犖 曲线具有更好的收敛稳定性。

根据（１２）式计算表明，采用３级波前校正比只使用

单个犖 单元波前校正器校正时犑 值收敛速度平均

提高了２３％。与此相对应的是，采用分级波前校正，

图４ 单元数分别为犖１，犖２ 和犖 的１５０次ＳＰＧＤ

波前校正实验中平均犑值的斜率演化曲线

Ｆｉｇ．４ Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓｏｆｓｌｏｐｅｏｆａｖｅｒａｇｅｄ犑ｉｎ１５０

ＳＰＧＤｗａｖｅｆｒｏｎｔｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ

ｗｉｔｈ犖１，犖２ａｎｄ犖ｅｌｅｍｅｎｔｓ

图５ 多级ＳＰＧＤ波前校正实验的数值模拟结果

Ｆｉｇ．５ ＮｕｍｅｒｉｃａｌｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｍｕｌｔｉｌｅｖｅｌＳＰＧＤｗａｖｅｆｒｏｎｔｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ
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除了计算斜率需要消耗微不足道的时间外不需要任

何额外的硬件开销和计算延时，而且如果增加分级

的数目还可以进一步提高收敛速度。因此可以得出

结论：对固定分布的波前畸变，分级ＳＰＧＤ波前校

正方法提高了系统的收敛速度，增加了工作稳定性。

在确定了分级阈值之后，对于动态变化的波前

畸变，可以按照与校正固定相位畸变相同的过程进

行补偿。根据第２节的讨论，已经能够说明采用分

级校正的方法确实可以改善ＳＰＧＤＡＯ系统的有效

工作带宽。

５　结　　论

针对大气湍流引起的光波波前畸变的时域及空

域特性，空间大尺度区域内的相位畸变较大但是平

均相位变化较慢，小尺度区域内的相位畸变较小但

是平均相位变化较快；并结合随机并行梯度下降算

法具有收敛速度随控制变量数目的平方根而递减的

特点，提出分级校正的思想：先用低分辨率波前校正

器进行校正以补偿大尺度相位畸变，然后逐级提高

波前校正器的分辨率以补偿不同尺度的相位畸变，

最终达到所需要的校正精度。数值模拟结果表明，

针对固定分布的波前畸变，采用３级校正的方法使

得ＳＰＧＤ波前校正的收敛速度提高了２３％。若增

加分级数目则有望进一步提高ＳＰＧＤ波前校正的

收敛速度，从而改善ＳＰＧＤＡＯ系统的有效工作带

宽。尽管分级波前校正可以部分提高ＳＰＧＤＡＯ系

统的工作带宽，但是较慢的收敛速度仍然是限制高

分辨率ＳＰＧＤＡＯ系统用于大气湍流校正的主要障

碍，需要继续深入研究。
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