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分数傅里叶变换面上厄米拉盖尔高斯
光束的变换特性
陈森会　张廷蓉　冯小芳

（四川师范大学物理与电子工程学院，四川 成都６１００６８）

摘要　为了研究厄米拉盖尔高斯（ＨＬＧ）光束在分数傅里叶变换（ＦＲＦＴ）面上的变换特性，利用柯林斯（Ｃｏｌｌｉｎｓ）公

式，导出了其通过分数傅里叶变换系统后，在分数傅里叶变换面上的光强分布解析式。并利用此解析式作数值计

算，研究了其在分数傅里叶变换面上的光强分布特性。研究表明，厄米拉盖尔高斯光束在分数傅里叶变换面上的

光强分布受参量α，模指数犿，狀和分数傅里叶变换阶数狆的影响。光强分布随狆和α周期性变化，周期分别为２，

２π。此外，厄米拉盖尔高斯光束通过分数傅里叶变换系统后，光束形状保持不变。
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１　引　言

　　 光束通过各类光学系统的传输变换及其光束

质量是较受关注的光学研究领域［１～１４］。引入一个α

参数使厄米光束和拉盖尔光束统一起来，这类更广

泛的光束被称为广义高斯光束或厄米拉盖尔高斯

（ＨＬＧ）光束。ＨＬＧ光束除了具有厄米光束和拉盖

尔光束的特性之外，它还具有一些新特性，因而有重

要理论和实际应用价值［７］。文献［８］讨论了 ＨＬＧ

光束在自由空间的传输特性，文献［１０］讨论了矢量

非傍轴 ＨＬＧ光束的桶中功率与束腰宽度和波长之

比狑０／λ，α参量，模指数以及所取桶的尺寸之间的

关系；文献［１１］研究了附加的角参量和束腰宽度对

远场 ＨＬＧ光束矢量结构和能量模式的影响；文献

［１２］讨论了矢量非傍轴 ＨＬＧ 光束的远场特性及光

束质量：桶中功率，β参量，均取决于模指数，α参

量，束腰宽度和波长之比狑０／λ以及所取桶的尺寸。



本文研究了 ＨＬＧ光束通过分数傅里叶（ＦＲＦＴ）系

统的传输特性。利用 柯林斯（Ｃｏｌｌｉｎｓ）公式导出

ＨＬＧ光束通过ＦＲＦＴ系统后在ＦＲＦＴ面上的光强

分布解析式，并通过数值计算，研究了光强分布随

ＦＲＦＴ阶数狆、参量α和模指数犿，狀的变化规律。

２　分数傅里叶变换

狕＝０处，ＨＬＧ光束的场分布为
［７，８］

ψ犿，狀（狓／狑０，狔／狑０狘α）＝

∑
犿＋狀

犽＝０

ｉ犽（ｃｏｓα）
犿－犽（ｓｉｎα）

狀－犽犘
（犿－犽，狀－犽）
犽 （－ｃｏｓ２α）×

ｅｘｐ［－（狓
２
＋狔

２）／狑２０］Ｈ犿＋狀－犽（槡２狓／狑０）Ｈ犽（槡２狔／狑０），

（１）

式中 犘
（μ，ν）
犽 （狋）＝

（－１）
犽

２犽犽！
（１－狋）－μ（１＋狋）－ν×

ｄ犽

ｄ狋犽
［（１－狋）

犽＋μ（１＋狋）
犽＋ν］ （２）

为雅可比多项式。犿，狀为 ＨＬＧ光束的模指数，狑０

为相应高斯光束的束腰半径，α为一参量，犎犿 （．）

为厄米特多项式。（１）式表明，ＨＬＧ 光束的光场分

布随α参量呈最小周期为２π的变化。因此，只需考

虑α在０～２π范围内的变化即可。然而，α＝０，

π／２，π，３π／２时，ｓｉｎα或ｃｏｓα等于０，（１）式对α求和

遇到困难，利用文献［８］中（４），（５）和（９）式得

ψ犿，狀（狓／狑０，狔／狑０狘０）＝

（－ｉ）
狀Ｈ犿，狀（槡２狓／狑０，槡２狔／狑０）， （３）

ψ犿，狀（狓／狑０，狔／狑０狘π／２）＝

（－ｉ）
犿Ｈ狀，犿（槡２狓／狑０，－槡２狔／狑０）， （４）

ψ犿，狀（狓／狑０，狔／狑０狘π）＝

（－ｉ）
狀Ｈ犿，狀（－槡２狓／狑０，－槡２狔／狑０）， （５）

ψ犿，狀（狓／狑０，狔／狑０狘３π／２）＝

（－ｉ）
犿Ｈ狀，犿（－槡２狓／狑０，槡２狔／狑０）， （６）

式中，Ｈ犿，狀（μ，ν）＝ｅｘｐ（－μ
２
－ν

２）Ｈ犿（槡２μ）Ｈ狀（槡２ν），

（犿，狀＝０，１，２…．．）。显然，（３）～（６）式所表示的光

束为厄米高斯（ＨＧ）光束，另外，当α＝π／４时

ψ犿，狀（狓／狑０，狔／狑０狘π／４）＝

（－１）
狀２犿狀！Ｌ狀，犿－狀（狓／狑０，狔／狑０） （犿≥狀）

（－１）
犿２狀犿！Ｌ犿，狀－犿（狓／狑０，狔／狑０） （犿≤狀

烅
烄

烆 ）

（７）

为拉盖尔高斯（ＬＧ）光束。式中，Ｌ犿，±狀（μ，ν）＝

ｅｘｐ（－μ
２
－ν

２）（μ±ｉν）
狀Ｌ狀犿（２μ

２
＋２ν

２），Ｌ狀犿（·）为拉

盖尔多项式。这样，由（１）、（３）～（７）式可以得到α

取任意值时的ＨＬＧ光束 。

图１ 实现分数傅里叶变换的系统

（ａ）ＬｏｈｍａｎｎⅠ型系统；（ｂ）ＬｏｈｍａｎｎⅡ型系统

Ｆｉｇ．１ ＯｐｔｉｃａｌｓｙｓｔｅｍｆｏｒｐｅｒｆｏｒｍｉｎｇｆｒａｃｔｉｏｎａｌＦｏｕｒｉｅｒ

ｔｒａｎｓｆｏｒｍ．（ａ）ＬｏｈｍａｎｎⅠｓｙｓｔｅｍ ；（ｂ）　　　

　　　ＬｏｈｍａｎｎⅡｓｙｓｔｅｍ

　　一个函数的狆阶ＦＲＦＴ可以利用光束通过自

由空间和球面薄透镜的传输来实现。通常采用

ＬｏｈｍａｎｎⅠ型和ＬｏｈｍａｎｎⅡ型装置，如图１所示。

图中犳１ 为常数，＝狆π／２，犳为透镜焦距，犘１，犘２

分别为输入、输出面。犱表示距离，通过改变犳，犱，

可实现不同阶数狆的ＦＲＦＴ。ＬｏｈｍａｎｎⅡ型ＦＲＦＴ

系统传输矩阵为

犚（犕）＝
犃 犅［ ］
犆 犇

＝

１ ０

－１／犳
［ ］

１

１ 犱［ ］
０ １

１ ０

－１／犳
［ ］

１
＝

ｃｏｓ 犳１ｓｉｎ

－ｓｉｎ／犳１ ｃｏｓ
［ ］


。 （８）

由柯林斯公式［１４］

ξ２（狓２，狔２）＝
ｅ－ｉ犽狕

ｉλ犅ξ１（狓１，狔１）ｅｘｐ｛
ｉ犽
２犅
［犃（狓２１＋狔

２
１）＋

犇（狓２２＋狔
２
２）－２（狓１狓２＋狔１狔２）］｝ｄ狓１ｄ狔１。 （９）

　　忽略（９）式中的相位因子ｅ－
ｉ犽狕 ，将（１）式代入

（９）式，得犘２ 面上的光场分布为

ψ犿，狀（狓２，狔２狘α）＝
１

ｉλ犅∑
犿＋狀

犽＝０

ｉ犽（ｃｏｓα）
狀－犽
×

（ｓｉｎα）
犿－犽犘

（犿－犽，狀－犽）
犽 （－２ｃｏｓ２α）ｅｘｐ －

狓２１＋狔
２
１

狑（ ）２
０

×

Ｈ犿＋狀－犽
槡２狓１
狑（ ）
０

Ｈ犽 槡
２狔１
狑（ ）
０

ｅｘｐ｛
ｉ犽
２犅
［犃（狓２１＋狔

２
１）＋

犇（狓２２＋狔
２
２）－２（狓１狓２＋狔１狔２）］｝ｄ狓１ｄ狔１，（１０）

利用积分公式
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∫
＋∞

－∞

Ｈ犿（狓）ｅｘｐ［－（狓－狔）
２／２μ］ｄ狓＝

（２πμ）
１／２（１－２μ）

犿／２Ｈ犿（狔／ １－２槡 μ）。 （１１）

对（１０）式进行积分，并将（８）式代入，得

ψ犿，狀（狓２，狔２狘α）＝
犽狑２

０

犽狑２
０ｃｏｓ＋ｉ２犳１ｓｉｎ

×

ｉ犽狑２
０ｃｏｓ＋２犳１ｓｉｎ

ｉ犽狑２
０ｃｏｓ－２犳１ｓｉｎ（ ）

犿＋狀
２

×

ｅｘｐ －
狑２０犽

２ｓｉｎ－ｉ２犽犳１ｃｏｓ

２犳１（２犳１ｓｉｎ－ｉ犽狑
２
０ｃｏｓ）

（狓２２＋狔
２
２［ ］）×

∑
犿＋狀

犽＝０

ｉ犽（ｃｏｓα）
犿－犽（ｓｉｎα）

狀－犽犘
（犿－犽，狀－犽）
犽 ×

（－２ｃｏｓ２α）Ｈ犿＋狀－犽（狓２／狑１）Ｈ犽（狔２／狑１），（１２）

其中，狑１ ＝ 犽２狑４０ｃｏｓ
２
＋４犳

２
１ｓｉｎ

２
槡 ／槡２犽狑０。（１３）

　　由（１２）式可以看出，ＨＬＧ光束经过ＦＲＦＴ系

统后，在ＦＲＦＴ面上的光场分布仍为 ＨＬＧ光束。

它具有在传输中保持结构稳定的特性。此时的光场

分布除随α参量呈周期性变化外，还随阶数狆周期

性变化。当α＝２犽π，２犽π＋π／２，２犽π＋π，２犽π＋３π／２

时，光束变为ＨＧ光束，当α＝２犽π＋π／４时，光束变

为ＬＧ光束。

３　狆阶分数傅里叶变换面上 ＨＬＧ光

束的变化特性

利用犐＝ψψ
 得ＦＲＦＴ面上的光强分布为

犐犿，狀（狓２，狔２狘α）＝
狑２０
２狑２１
ｅｘｐ［－（狓

２
２＋狔

２
２）／狑

２
１］×

狘∑
犿＋狀

犽＝０

ｉ犽（ｃｏｓα）
犿－犽（ｓｉｎα）

狀－犽
×犘

（犿－犽，狀－犽）
犽 ×

（－２ｃｏｓ２α）Ｈ犿＋狀－犽（狓２／狑１）犎犽（狔２／狑１）狘
２。

（１４）

同理，将（３）～（６）式代入（９）式，并利用（１１）式积分，

可得，α＝２犽π，２犽π＋π／２，２犽π＋π，２犽π＋３π／２时，

ＨＬＧ光束在ＦＲＦＴ面上的光强分布为

犐犿，狀（狓２，狔２狘０）＝ｅｘｐ［－（狓
２
２＋狔

２
２）／狑

２
１］×　

狘Ｈ犿（狓２／狑１）Ｈ狀（狔２／狑１）狘
２
×狑

２
０／２狑

２
１，　（１５）

犐犿，狀（狓２，狔２狘π／２）＝ｅｘｐ［－（狓
２
２＋狔

２
２）／狑

２
１］×　

狘Ｈ狀（狓２／狑１）Ｈ犿（－狔２／狑１）狘
２
×狑

２
０／２狑

２
１，　

（１６）

犐犿，狀（狓２，狔２狘π）＝ｅｘｐ［－（狓
２
２＋狔

２
２）／狑

２
１］×　

狘Ｈ犿（－狓２／狑１）Ｈ狀（－狔２／狑１）狘
２
×狑

２
０／２狑

２
１，　

（１７）

犐犿，狀（狓２，狔２狘３π／２）＝ｅｘｐ［－（狓
２
２＋狔

２
２）／狑

２
１］×

狘Ｈ狀（－狓２／狑１）Ｈ犿（狔２／狑１）狘
２
×狑

２
０／２狑

２
１。　

（１８）

３．１光强随参量α的变换

利用（１４）～（１８）式进行数值计算，可得到

ＦＲＦＴ面上不同的α参量对应的 ＨＬＧ光束的光强

分布，如图２所示。计算所用光束参量为犿 ＝３，狀

＝１，λ＝６３２．８ｎｍ，犳１＝１／λ，狑０＝５ｍｍ，狆＝１．

３。

图２ 分数傅里叶变换面上光强分布随α的变化

Ｆｉｇ．２ ＶａｒｉａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｉｎｔｅｎｓｉｔｙｏｎｔｈｅＦＲＦＴ

ｐｌａｎｅｗｉｔｈｐａｒａｍｅｔｅｒα

　　图２中，α＝π／４和９π／４时对应的光强分布完

全相同。可知，光强图样随α参量呈周期变化，变化

周期犜＝２π，与理论分析一致。当０≤α≤２π时，

ＨＬＧ光束在ＦＲＦＴ面上的光强分布和对称性与α

参量有关，不同的α参量对应的光束的光强分布差

异很大。且当α＝０，π／２，π，３π／２时，对应的光强分

布为厄米高斯分布；当α＝π／４时，对应的光强分布

为拉盖尔高斯分布。

３．２光强随分数傅里叶变换阶数狆的变换

利用（１５）～（１８）式进行数值计算，可得到不同

阶ＦＲＦＴ面上 ＨＬＧ光束的光强分布，图３是 ＨＬＧ

光束在ＦＲＦＴ面上狆＝０，０．４，０．７５，１，１．４，２时的

等光强线分布。计算用光束参量为：犿＝２，狀＝２，

狑０ ＝５ｍｍ，犳１ ＝１／λ，λ＝６３２．８ｎｍ，α＝２π／１１。

ＨＬＧ光束通过不同阶数的ＦＲＦＴ系统时，光束形

６７３ 中　　　国　　　激　　　光　　　　　　　　　　　　　　　　　３６卷　



状保持不变。但从图中可以看出，ＦＲＦＴ阶数狆对

二维 ＨＬＧ光束的光斑大小影响很大，且随狆呈周

期性变换，周期为２。在α，犿，狀确定后，当狆＝２犽

＋１时，光斑达到极小值；狆＝２犽时，光斑达到极大

值。因而可以根据需要，选择合适的狆值，从而得到

需要的光斑大小。

图３ 分数傅里叶变换面上光强分布随α的变化

Ｆｉｇ．３ ＶａｒｉａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｉｎｔｅｎｓｉｔｙｏｎｔｈｅＦＲＦＴｐｌａｎｅ

ｗｉｔｈｆｒａｃｔｉｏｎａｌｔｒａｎｓｆｏｒｍｏｒｄｅｒ狆

３．３　光强随模指数犿，狀的变换

图４ 分数傅里叶变换面上等光强分布曲线

随模指数犿，狀的变化

Ｆｉｇ．４ Ｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｉｎｔｅｎｓｉｔｙｃｏｎｔｏｕｒｏｎｔｈｅ

ＦＲＦＴｐｌａｎｅｗｉｔｈｔｈｅｍｏｄｅｉｎｄｉｃｅｓ犿 ，狀

图４表示ＦＲＦＴ面上等光强线分布随模指数

犿，狀的变化。计算所用光束参量为狑０ ＝５ｍｍ，犳１

＝１／λ，λ＝６３２．８ｎｍ，α＝２π／１１，狆＝１．３。从图中

可以看出，当α，狆确定时，不同的模指数犿，狀所对

应的光束光强分布也不同。

４　结　论

利用 Ｃｏｌｌｉｎｓ积分公式，导出了 ＨＬＧ 光束在

ＦＲＦＴ面上的光强分布解析试，并通过数值计算研

究了ＦＲＦＴ面上 ＨＬＧ光束的变换特性。当α＝

２犽π，２犽π＋π／２，２犽π＋π，２犽π＋３π／２时，对应的光强

分布为厄米高斯分布；当α＝２犽π＋π／４时，对应的

光强分布为拉盖尔高斯分布；ＨＬＧ 光束通过

ＦＲＦＴ系统后，形状保持不变；ＨＬＧ光束在ＦＲＦＴ

面上的光强分布明显受到参量α，狆，犿，狀的影响，且

随参量α，狆周期性变化，周期分别为２π，２。由于

ＨＬＧ光束是一类较为普遍的光束，而ＦＲＦＴ系统

是一类特殊的光学系统，因此，选择合适的参量α，

狆，犿，狀，就可以得到需要的光强分布。所得结果对

光束整形、光束在ＦＲＦＴ面上的研究有应用价值，

对光信息传输具有一定的参考价值。
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