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基于最小二乘迭代的空间载波相移算法
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摘要　为了解决空间载波相移（ＳＣＰＳ）法中载波频率不确定引入的误差，提出了一种基于最小二乘迭代的空间载波

相移算法。先将单幅随机空间载波频率干涉图转化成四幅随机相移量的时域干涉图，然后用最小二乘迭代求得相

位信息。模拟计算和实验结果表明，该算法只需１０次左右的迭代计算就可实现算法峰值（ＰＶ）精度优于λ／２０，均

方根（ＲＭＳ）精度优于λ／２００，高于快速傅里叶变换（ＦＦＴ）法；通过提高空间载波频率，使载波方向接近４５°或１３５°

可提高该算法的精度。
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１　引　言

　　时域相移法（ＰＳＩ）
［１］因测量精度高而在光学检

测中得到了广泛的应用，但它至少需要三幅干涉图，

受环境振动影响大。而快速傅里叶变换（ＦＦＴ）法
［２］

只需要一幅载波干涉图，算法简单，适合动态测量，

但测量精度相对较低。空间载波相移（ＳＣＰＳ）法
［３］

结合了快速傅里叶变换法和时域相移法的优点，即

通过处理单幅空间载波干涉图近似达到时域相移法

的精度。目前实现空间相移的方法主要有两种：一

种是利用偏振分光器件得到４幅相移π／２干涉图的

瞬态干涉测量［４～７］，但是偏振器件本身缺陷会引入

误差，使得对应像素间的相移不严格等于π／２，而且

该类瞬态干涉仪通常采用泰曼格林（Ｔｗｙｍａｎ

Ｇｒｅｅｎ）形式，对系统光学元件要求苛刻；另一种是

通过倾斜参考镜引入一个适当的空间载波量［８，９］，

使相邻像素点间的相位差为π／２，但是通常很难使
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空间载波严格等于理论值。而在时域相移法中，为

了解决相移量不确定带来的误差，ＺｈａｏｙａｎｇＷａｎｇ

等［１０］对最小二乘迭代法进行改进，使得该算法只需

不小于三幅随机相移的干涉图即可求得相位分布。

根据倾斜参考面引入空间载波的特点和最小二乘迭

代算法的原理，本文提出了基于最小二乘迭代的空

间载波相移算法，以解决空间载波相移法中随机载

波频率引入的误差。

２　算法原理

２．１　空域相移转化为时域相移

空间载波干涉图的光强分布可表示为

犐（狓，狔）＝犪（狓，狔）＋犫（狓，狔）ｃｏｓ［（狓，狔）＋

２π（犳狓狓＋犳狔狔）］， （１）

式中犪，犫分别为干涉条纹的背景和调制度，犳狓，犳狔分

别为狓，狔方向的载波量，为被测相位分布。假设

犳狓，犳狔远大于犪，犫，的变化频率，则可认为相邻像素

间犪，犫，保持不变，如图１（ａ）所示。令干涉条纹对

应的相位Φ（狓，狔）＝（狓，狔）＋２π（犳狓狓＋犳狔狔），则

Φ（Ｂ）－Φ（Ａ）＝δ狓，Φ（Ｃ）－Φ（Ａ）＝δ狔，Φ（Ｄ）－

Φ（Ａ）＝δ狓＋δ狔，δ狓，δ狔分别为载波引入相邻像素狓，

狔方向的相位差。对如图１（ａ）所示的一幅载波干涉

图分成分别以所有像素Ａ组成第一帧子干涉图，所

有像素Ｂ，Ｃ，Ｄ组成第二、三、四帧子干涉图。与第

一帧子干涉图相比，其他三帧干涉图的相移量分别

为２δ狓，２δ狔，２δ狓＋２δ狔。也可以按图１（ｂ）所示的方法

分成 ４ 帧干涉图：ＡＢＥＣＤＧＩＪＭ；ＢＥＦＤＧＨＪＭＮ；

ＣＤＧＩＪＭＫＬＯ；ＤＧＨＪＭＮＬＯＰ，相移量分别为δ狓，

δ狔，δ狓＋δ狔。

图１ 干涉图像素分布。（ａ）相移量为２δ狓，２δ狔，

２δ狓＋２δ狔；（ｂ）相移量为δ狓，δ狔，δ狓＋δ狔

Ｆｉｇ．１ Ｐｉｘｅｌｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｉｎｔｅｒｆｅｒｏｇｒａｍ．（ａ）ｐｈａｓｅ

ｓｈｉｆｔｓａｒｅ２δ狓，２δ狔，２δ狓＋２δ狔；（ｂ）ｐｈａｓｅｓｈｉｆｔｓａｒｅ

　　　　　　δ狓，δ狔，δ狓＋δ狔

２．２　时域相移最小二乘法迭代

通过将空域相移转化为时域相移，即将一幅随

机空间载波干涉图转化为四幅相移量不确定的时域

干涉图，然后用最小二乘迭代法从四幅干涉图中提

取相位分布。具体步骤如下：

２．２．１　相移量决定相位分布

将（１）式改写为

犐ｔ犻犼 ＝犪犻犼＋犫犻犼ｃｏｓ（犼＋δ犻）， （２）

式中脚标犻表示第犻帧子干涉图（犻＝１，２，３，４），犼表

示在每一帧子干涉图中的一个像素点（犼＝１，２，…，

犖，犖 为像素个数），犼 为第犼个像素点的相位值，δ犻

为第犻帧相移量，犪犻犼为背景光强，犫犻犼为调制度，上标ｔ

表示理论值。假设背景光强和调制度在各帧子干涉

图间是相同的，只是像素位置的函数，即犪１犼＝犪２犼＝

犪３犼 ＝犪４犼，犫１犼 ＝犫２犼 ＝犫３犼 ＝犫４犼。并设犪犼 ＝犪犻犼，犫犼 ＝

犫犻犼ｃｏｓ犼，犮犼 ＝－犫犻犼ｓｉｎ犼，则（２）式变成

犐ｔ犻犼 ＝犪犼＋犫犼ｃｏｓδ犻＋犮犼ｓｉｎδ犻， （３）

式中包含３犖 个未知量和４犖 个方程。令

犛犼 ＝∑
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式中犐犻犼 为４帧子干涉图的光强，按照最小二乘原

理，如果犛犼最小，必须满足
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， （６）

式中犕 ＝４。由载波干涉图可粗略估计δ狓，δ狔，δ狓 ＋

δ狔，将［０，δ狓，δ狔，δ狓 ＋δ狔］代入（６）式中的［δ１，δ２，δ３，

δ４］，求得犫犼，犮犼，进而得到相位分布

犼 ＝ａｒｃｔａｎ（－犮犼／犫犼）。 （７）

２．２．２　相位分布决定相移量

为了求得相移量的近似值，假设光强背景和调

制度与像素位置无关，只与不同帧子干涉图有关，即
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犪犻１ ＝犪犻２＝…＝犪犻犖，犫犻１＝犫犻２＝…＝犫犻犖，并假设′犪犻

＝犪犻犼，′犫犻＝犫犻犼ｃｏｓδ犻，′犮犻＝－犫犻犼ｓｉｎδ犻，则（２）式可改写

为

犐ｔ犻犼 ＝ ′犪犻＋′犫犻ｃｏｓ犼＋′犮犻ｓｉｎ犼， （８）

式中有３犕 个未知量和犕犖 个方程，其中犖＞３，犕

＝４。则由最小二乘法可得
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熿

燀

燄

燅
犼

， （９）

把（７）式中所得犼 分别代入（９）式中，可计算得到

′犪犻，′犫犻，′犮犻，则相移量可表示为

δ犻 ＝ａｒｃｔａｎ（－′犮犼／′犫犼）。 （１０）

２．２．３　收敛判断

每完成前两步迭代运算，都会得到一组相移量，

随着迭代次数增多，和上一次迭代得到的相移量越

接近，同时也越接近真实相移量，因此２．２．２节的近

似假设对最终相位的影响可以忽略，影响最终相位

的是迭代次数。经过犽次迭代运算之后，如果满足

∑
犕

犻＝１

δ
犽
犻－δ

犽（ ）１ － δ
犽－１
犻 －δ

犽－１（ ）１ ＜ε， （１１）

则第犽次迭代后得到相位分布即为最终求得的相位

分布，式中ε为预先设定的精度要求，本文取ε＝

１０－４。

３　模拟和实验

令空域干涉图强度分布为

犐（狓，狔）＝１５０ｅｘｐ（－０．３５狉）＋

１５０ｅｘｐ（－０．７狉）ｃｏｓ［２π（０．５狉
２
＋犈狓＋犉狔）］， （１２）

式中狉＝ 狓２＋狔槡
２，－１≤狓≤１，－１≤狔≤１，犈，

犉均为载波频率，犈＝５，犉＝７．５。像素个数犖 为

１２８，如图２（ａ）所示。按照图１（ａ）所示的方法将空

域干涉图转化为４帧具有一定相移量的子干涉图，

用最小二乘法迭代１０次后求得相位分布如图２（ｂ）

所示。将求得相位与０．５狉２ 之间的差值定义为误差

分布，如图２（ｃ）所示。表１列出了计算得到的参数

及其误差，可知该最小二乘迭代算法可精确地得到

４帧子干涉图间的相移量，误差小于０．００５ｒａｄ，从而

实现算法峰值（ＰＶ）误差精度优于λ／５０，均方根

（ＲＭＳ）精度优于λ／４００。若采用图１（ｂ）所示的方

法，则经过９次迭代后的峰值误差为０．０２９４λ和均

方根误差为０．００４１λ。若采用快速傅里叶变换

（ＦＦＴ）算法，求得的相位误差主要分布在边缘区域，

如图２（ｄ）所示，它的误差峰值和均方根值分别为

０．１６６９λ和０．００８５λ。比较图２（ｃ），（ｄ）可知，基于最

小二乘迭代的空域载波相移算法的精度比快速傅里

叶变换算法高。

图２ 基于最小二乘迭代的空间载波相移算法。（ａ）干涉

图；（ｂ）相位分布；（ｃ）误差分布；（ｄ）快速傅里叶变

　　　　　　换法求得的误差分布

Ｆｉｇ．２ Ｓｐａｔｉａｌｃａｒｒｉｅｒｐｈａｓｅｓｈｉｆｔｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｂａｓｅｄｏｎ

ｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓｉｔｅｒａｔｉｏｎ．（ａ）ｉｎｔｅｒｆｅｒｏｇｒａｍ；（ｂ）

ｐｈａｓｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ；（ｃ）ｅｒｒｏｒｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ；（ｄ）

　ｅｒｒｏｒｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｂｔａｉｎｅｄｂｙＦＦＴｍｅｔｈｏｄ

表１ 空间载波相移算法求得的参数与

理论值的比较

Ｔａｂｌｅ１ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｂｔａｉｎｅｄｂｙ

ｐｒｏｐｏｓｅｄＳＣＰＳａｎｄｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｖａｌｕｅｓ

Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｖａｌｕｅ Ｃａｌｃｕｌａｔｅｄｖａｌｕｅ Ｅｒｒｏｒ

ＰＶ／λ １ １．００３１ ０．０１７４

ＲＭＳ／λ ０．２１２５ ０．２１２４ ０．００２５

δ１／ｒａｄ ０．４９０９ ０．４９３２ ０．００２３

δ２／ｒａｄ ０．７３６３ ０．７３７９ ０．００１６

δ３／ｒａｄ １．２２７２ １．２３１３ ０．００４１

４９５ 中　　　国　　　激　　　光　　　　　　　　　　　　　　　　　３５卷　



　　通过改变（１２）式中的空间载波频率犈和犉，由

算法迭代１０次求得各个空间载波频率下算法的误

差如表２所示。通过固定空间载波频率大小（犈＋犉

＝２０）、改变载波方向（改变犈，犉大小），由算法迭代

１０次求得各个载波方向下算法的误差如表３所示。

由表２，３可知，算法精度随着空间载波频率的增大

而提高；载波频率大小恒定时，狓，狔方向的载波频率

大小越接近（方向接近４５°或１３５°），算法精度越高。

这是因为测试波前自身引入的相移量误差相对于载

波引入的相移量变小，所以算法精度提高。在（１２）

式中加入随机噪声，由算法迭代１０次求得各个随

机噪声幅度下算法的误差如表４所示，随着随机噪

声幅度的增加，算法误差明显增大。这是因为空间

载波相移算法是用相邻像素光强来求该像素的相

位，所以对随机噪声敏感。

表２ 不同载波频率下的算法误差

Ｔａｂｌｅ２ Ｅｒｒｏｒｓｏｆｔｈｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｓｐａｔｉａｌｃａｒｒｉｅｒｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ

Ｃａｒｒｉｅｒ

ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

犈＝２．５，

犉＝３．８

犈＝５，

犉＝７．５

犈＝１０，

犉＝１５

犈＝２０，

犉＝３０

ＰＶ／λ ０．０７９８ ０．０３４７ ０．０１７４ ０．００９９

ＲＭＳ／λ ０．０１３６ ０．００５２ ０．００２６ ０．００１５

表３ 不同载波方向下的算法误差

Ｔａｂｌｅ３ Ｅｒｒｏｒｓｏｆｔｈｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓ

ｏｆｓｐａｔｉａｌｃａｒｒｉｅｒｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

Ｃａｒｒｉｅｒ

ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

犈＝２．５，

犉＝１７．５

犈＝５，

犉＝１５

犈＝７．５，

犉＝１２．５

犈＝１０，

犉＝１０

ＰＶ／λ ０．０８３１ ０．０３４７ ０．０２２７ ０．０１７５

ＲＭＳ／λ ０．０１４２ ０．００６２ ０．００３５ ０．００２６

表４ 不同随机噪声下的算法误差

Ｔａｂｌｅ４ Ｅｒｒｏｒｓｏｆｔｈｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｒａｎｄｏｍｎｏｉｓｅｓ

Ｒａｎｄｏｍ

ｎｏｉｓｅ

ａｍｐｌｉｔｕｄｅ

０ ２ ４ ６ ８ １０

ＰＶ／λ ０．０１７５０．０３９５０．０７４１０．１０３００．１４３７０．１７５８

ＲＭＳ／λ ０．００２６０．００４６０．００８２０．０１２１０．０１５９０．０２００

　　在隔振平台上用ＺＹＧＯ干涉仪测量平面元件

得到的干涉图如图３（ａ）所示，用该干涉仪自带的１３

步相移算法和快速傅里叶变换算法测得的面形图如

图３（ｂ），（ｃ）所示；而用本文提出的空间载波相移算

法测得的面形图如图３（ｄ）所示，三种算法得到的面

形参数如表２所示。由图３和表２可得：空间载波

相移算法求得的面形形状和面形峰值、均方根值比

快速傅里叶变换算法更接近１３步相移算法。

图３ 空间载波相移算法与时域相移法、快速傅里叶变换

算法的比较。（ａ）干涉图；（ｂ）时域相移法算法；

（ｃ）快速傅里叶变换算法；（ｄ）空间载波相移算法

Ｆｉｇ．３ ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎａｍｏｎｇＳＣＰＳ，ＰＳＩａｎｄ ＦＦＴ．（ａ）

ｉｎｔｅｒｆｅｒｏｇｒａｍ；（ｂ）ｐｈａｓｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｂｙＰＳＩ；（ｃ）

ｐｈａｓｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｂｙＦＦＴ；（ｄ）ｐｈａｓｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

　　　　　　　　　ｂｙＳＣＰＳ

表５ 三种算法求得的面形参数比较

Ｔａｂｌｅ５ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｆｉｇｕｒｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓａｍｏｎｇ

ＳＣＰＳ，ＰＳＩａｎｄＦＦＴ

Ｍｅｔｈｏｄ ＰＳＩ ＦＦＴ ＳＣＰＳ（ａ） ＳＣＰＳ（ｂ）

ＰＶ／λ ０．７７０７ ０．７１３１ ０．７３３３ ０．７３０９

ＲＭＳ／λ ０．１１３８ ０．１０６９ ０．１０９７ ０．１０８４

　　Ａｎｎｏｔａｔｉｏｎ：ＳＣＰＳ（ａ）ａｎｄＳＣＰＳ（ｂ）ｄｅｎｏｔｅｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ

ｆｒｏｍ ｓｐａｔｉａｌｃａｒｒｉｅｒｉｎｔｅｒｆｅｒｏｇｒａｍ ｉｎｔｏ ４ ｔｅｍｐｏｒａｌ ｐｈａｓｅｓｈｉｆｔ

ｉｎｔｅｒｆｅｒｏｇｒａｍｓｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏＦｉｇ．１（ａ）ａｎｄ（ｂ）ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．

４　结　论

提出了一种基于最小二乘迭代的空间载波相移

算法，该算法先将随机空域载波频率的干涉图转化

成４幅随机相移量的时域干涉图，然后用最小二乘

迭代法求得相位信息。该算法只需单幅随机空间载

波频率的干涉图，适合动态测量，并且有效地解决了

传统空间载波相移法中的载波频率不确定引入的误

差。模拟计算和实验结果表明，该算法比快速傅里

叶变换算法精度高，只需１０次左右的迭代计算就可

实现算法峰值精度优于λ／２０，均方根精度优于

λ／２００；通过提高空间载波频率，使载波方向接近

４５°或１３５°可提高该算法的精度，该算法对随机噪声

敏感。如何抑制随机噪声、补偿被测波前自身引入

的相移量误差是今后需要努力解决的问题。
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