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基于传输矩阵的激光谐振腔模式计算
秦应雄　唐霞辉　钟如涛　李正佳

（华中科技大学光电子科学与工程学院，湖北 武汉４３００７４）

摘要　建立了激光谐振腔往返传输矩阵，通过求解往返传输矩阵的特征值与特征向量，获得了激光谐振腔模式特

征。该方法可以用于快速计算同阶贝塞耳函数的所有谐振腔模式和衍射损耗，其结果与ＦｏｘＬｉ数值迭代方式计算

结果完全一致。分别就对称谐振腔往返传输矩阵的犃２ 与单程传输矩阵犃的特征值及特征向量之间的关系和物理

意义，以及非对称谐振腔往返传输矩阵犃犅与犅犃的特征值及特征向量之间关系和物理意义进行了分析和讨论，建

立了数学表达式，并可以通过改变传输矩阵来提高计算效率。分析了对称共焦腔离散单元数量对光腔模式计算结

果的影响，建立了最佳离散单元数量与谐振腔镜片半径的关系表达式，并实现了大菲涅耳系数共焦腔模式的计算。
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１　引　言

　　激光谐振腔的结构和尺寸对光腔的输出光束模

式具有决定性的作用，光腔模式的计算在激光谐振

腔的设计、光束质量控制、光束整形传输聚焦、激光

应用等方面具有非常重要的意义［１～４］。谐振腔模式

的计算方法主要有解析法和数值计算方法。解析法

是假定腔的菲涅耳数犉足够大的条件下推导出来

的［５，６］。经典的数值计算方法ＦｏｘＬｉ法原则上可以

计算任意光腔的模式，缺点是在菲涅耳数犉 很大

时，计算工作量很大，结果不理想，而且这种方法总

是收敛于较低次模，计算高次模误差较大［７］。光腔

模式传输矩阵的特征向量法是对腔镜进行有限元单

元划分的，构造光束传输矩阵，通过求解传输矩阵的

特征向量，即可获得腔镜光场的振幅及相位分

布［８，９］。矩阵运算时间与矩阵维数有着近似平方的

关系，二维衍射积分方程的传输矩阵的维数高，计算
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需要数小时甚至数天的时间，对于大菲涅耳系数谐

振腔模式的计算难度更大。

为了提高计算效率，本文利用贝赛耳函数将二

维的衍射积分方程化简为一维积分方程，建立一维

光束传输矩阵，进行光场模式计算，探讨对称谐振腔

往返传输矩阵犃２ 与单程传输矩阵犃的特征值及特

征向量之间的关系和物理意义，以及非对称谐振腔

往返传输矩阵犃犅与犅犃 的特征值及特征向量之间

的关系和物理意义，再通过优化传输矩来提高计算

效率。计算讨论了离散单元数量对光腔模式计算的

影响，获得了离散单元数量与共焦腔反射镜半径之

间的关系表达式，并实现了大菲涅耳系数共焦腔模

式的快速计算。

２　谐振腔的传输矩阵计算模型

图１为圆形镜激光谐振的结构，反射镜 犕１ 的

曲率半径为犚１，镜面半径为犪１，反射镜犕２的曲率半

径为犚１，镜面半径为犪２，腔长为犔，激光波长为腔长

为λ。

图１ 圆形镜激光谐振的结构

Ｆｉｇ．１ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆｌａｓｅｒｒｅｓｏｎａｔｏｒｏｆｃｉｒｃｌｅｍｉｒｒｏｒ

衍射积分方程的推导过程为［７，８，１０］
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犚≈犔－
狉１狉２ｃｏｓ（φ１－φ２）

犔
。 （２）

　　对于极坐标系的积分可以采用特殊贝赛耳函数

进行分离变量，将与角度有关的积分变量用贝赛耳

函数进行处理，将二维积分方程化简为只与半径有

关的一维积分方程。贝赛耳函数的积分表达式为［７］

ｅｊ狀
［（π／２）－φ２
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令

狏（狉，φ）＝狌狀（狉）ｅ
－ｊ狀φ， （４）

所以

　狌狀（狉２）＝ｅ
－ｊ犽犔ｊ

狀＋１犽
犔∫

犪

０
Ｊ狀 犽

狉１狉２（ ）犔
狌狀（狉１）狉１ｄ狉１。（５）

　　 将反射镜 犕１ 划分为 犕 个环，这样将连续

狌狀（狉１）离散成狌１［１］，狌１［２］，…，狌１［犕］，整个狌狀（狉１）

可用列向量犝１ 表示

犝１ ＝ ［狌１［１］，狌１［２］，…，狌１［犕］］
Ｔ。 （６）

　　 将反射镜 犕２ 划分为 犖 个环，这样将连续

狌狀（狉２）离散成狌２［１］，狌２［２］，…，狌２［犖］，整个狌狀（狉２）

可用列向量犝２ 表示

犝２ ＝ ［狌２［１］，狌２［２］，…，狌２［犖］］
Ｔ。 （７）

　　 当犕，犖 足够大时，可将狌１［犿］，狌２［狀］视为常

数，这样可以将狌１［犿］从积分里面提出

狌２［狀］＝∑
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（８）式可以写成

狌２［狀］＝∑
犕

犿＝１

犃［狀，犿］狌１［犿］， （９）

其中

犃［狀，犿］＝ｅ－ｊ
犽犔ｊ

狀＋１犽
犔∫狉犿

Ｊ狀 犽
狉１狉２（ ）犔

狉１ｄ狉１，（１０）

将（６），（７）式代入（９）式，可得

犝２ ＝犃犝１， （１１）

其中

犃＝

犃［１，１］ 犃［１，２］ … 犃［１，犕］

犃［２，１］ 犃［２，２］ … 犃［２，犕］

… … … …

犃［犖，１］ 犃［犖，２］ … 犃［犖，犕

熿

燀

燄

燅］

，

（１２）

同理

犝１ ＝犅犝２， （１３）

其中

犅＝

犅［１，１］ 犅［１，２］ … 犅［１，犖］

犅［２，１］ 犅［２，２］ … 犅［２，犖］

… … … …

犅［犕，１］ 犅［犕，２］ … 犅［犕，犖

熿

燀

燄

燅］

。

（１４）

　　 假定反射镜犕１ 上的初始光场为犝１，在光腔中

往返一周后的光场为 ′犝１，有

′犝１ ＝犅犃犝１。 （１５）

　　 对于稳定的模式分布，光场在谐振腔中经过一

次往返后实现自再现。对于光腔的往返传输矩阵

犅犃，其特征向量满足自再现条件，即

犅犃犝１ ＝γ犝１， （１６）
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式中犝１ 为特征向量，γ为对应的特征值，犝１ 表示反

射镜犕１ 某一种模式光场分布，犃犝１ 为反射镜为犕２

上同一种模式的光场分布，光腔的往返衍射损耗δ

＝１－ γ
２。

激光谐振腔的菲涅耳系数为

犉＝
犪１犪２
犔λ
。 （１７）

为了方便计算，定义一个标准菲涅耳光斑半径

犪ｓ＝ 犔槡λ。 （１８）

　　 为了验证特征向量求解光场模式的准确性，计

算菲涅耳系数分别为０．５，０．７５，１（对应的两个反射

镜半径分别为 ０．槡 ５犪ｓ， ０．槡 ７５犪ｓ，犪ｓ）的对称共焦腔

的ＴＥＭ００和ＴＥＭ０１，计算结果与ＦｏｘＬｉ法的计算

结果完全一致。该方法一次性可以获得同阶贝塞耳

函数的所有谐振腔模式和衍射损耗，多次运算，可以

获得不同阶次贝塞耳函数的谐振腔模式和衍射损

耗。

图２ 三个向量对应的光场分布

Ｆｉｇ．２ Ａｍｐｌｉｔｕｄｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｔｈｒｅｅｅｉｇｅｎｖｅｃｔｏｒｓ

３　对称谐振腔传输矩阵分析

对于对称激光谐振腔，即有犚１＝犚２和犪１＝犪２，

当反射镜犕１ 和反射镜犕２ 的离散单元数量一样，犕

＝犖 时，传输矩阵为方阵，且犃＝犅。

在矩阵理论中［１１］，存在这样的定理：设γ为方

阵犃的特征值，犘为犃的特征值γ对应的特征向量，

则有γ
２是犃２的特征值，犘也是犃２的特征值γ

２对应

的特征向量。

对菲涅耳系数为０．５（对应的两个反射镜半径

为 ０．槡 ５犪ｓ）的对称共焦腔，往返传输矩阵的最大特

征值绝对值 γ１ 为０．９０７４，单程传输矩阵的最大特

征值绝对值 γ２ 为０．９５２６，满足 γ１ ＝ γ
２
２ 。单程

传输矩阵犃的最大特征值对应的特征向量犘，与往

返传输矩阵犃２的最大特征值对应的特征向量犘′，以

及犃犘三个向量对应的归一化的光场振幅分布完全

一致，如图２所示。通过单程传输矩阵来求解对称腔

的模式，光腔的往返衍射损耗δ＝１－ γ２
４，这样

可以减少传输矩阵的建立和重复运算过程。

４　非对称谐振腔传输矩阵分析

对于非对称激光谐振腔，犪１≠犪２，反射镜犕１和

反射镜犕２ 的离散单元数量犕 ≠犖，即犃是犖×犕

矩阵，犅是犕×犖 矩阵，矩阵理论中，犃犅与犅犃有相

同的特征值，且阶数较高的那个乘积还有狘犕－犖狘

个零特征值。即反射镜犕１ 与反射镜犕２ 互换位置，

但谐振腔的衍射损耗不变，这与谐振腔的互易定理

是一样的［１］。

根据谐振腔的互易定理，认为犃犅与犅犃的对应

同一特征值的两个特征向量分别代表同一模式在两

个反射镜上的光场分布，从而有：设γ为犃犅与犅犃的

特征值，如果犘为犃犅特征值γ对应的特征向量，则

犅犘为犅犃特征值γ对应的特征向量，同理，如果犙为

犅犃特征值γ对应的特征向量，则犃犙为犃犅特征值γ

对应的特征向量。证明过程为

犅犃（犅犘）＝犅（犃犅）犘＝犅γ犘＝γ犅犘， （１９）

犃犅（犃犙）＝犃（犅犃）犙＝犃γ犙＝γ犃犙。 （２０）

　　对一个非对称的共焦谐振腔，反射镜犕１ 的半

径为犪１＝犪ｓ，反射镜犕２的半径为犪２＝２犪ｓ，假定犕１

的离散单元数量为５０，犕２ 的离散单元数量为１００，

则从犕１到犕２的传输矩阵犃为１００×５０矩阵，从犕２

到犕１的传输矩阵犅为５０×１００矩阵，犃犅矩阵为１００

×１００矩阵，犅犃矩阵为５０×５０矩阵。表１为犃犅与

犅犃矩阵的前几个非零特征值的绝对值，图３为求解

犅犃与犃犅特征向量获得反射镜犕１的归一化光场振

幅分布。

表１ 犃犅与犅犃矩阵的前几个非零特征值的绝对值

Ｔａｂｌｅ１ Ａｂｓｏｌｕｔｅｖａｌｕｅｏｆｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｏｆｍａｔｒｉｘ犃犅ａｎｄ犅犃

犃犅ｍａｔｒｉｘ 犅犃ｍａｔｒｉｘ

０．８４７０ ０．８４７０

０．９９６６ ０．１４８１

１．００００ ０．９９６６

０．９９９５ １．００００

０．１４８１ ０．９９９５

０．００２５ ０．００２５

　　实际模拟计算得知，分别计算犃犅与犅犃 的特征

值与特征向量来计算激光谐振腔的损耗和光场分

布，其结果是一样的。根据犃犅与犅犃 特征向量的关

系，在计算谐振腔模式时，可以先计算利用犃犅 和

犅犃 中阶数少的矩阵来计算特征值和特征向量，特
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图３ 半径为犪ｓ的镜片对应的低阶模光场分布

Ｆｉｇ．３ Ａｍｐｌｉｔｕｄｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｌｏｗｏｒｄｅｒｍｏｄｅｏｆ

ｍｉｒｒｏｒｗｉｔｈｒａｄｉｕｓ犪ｓ

征向量表示一个反射镜上的光场分布，另外一个反

射镜上的光场分布可以用一个单程传输矩阵与特征

向量的乘积来获得。

５　离散单元数量的分析

图４ 不同离散单元数量最大特征值的对应模式

Ｆｉｇ．４ Ｍｏｄｅｏｆｍｏｓｔｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｄｉｓｃｒｅｔｅｕｎｉｔｓ

在激光谐振腔模式的计算过程中，离散单元的

数量越大，计算量增加，离散单元的数量太小，可能

导致模式的剧烈振动，表现在传输矩阵的特征值绝

对值大于１，对应的损耗小于０，没有物理意义。在

模拟过程中，分别采用离散单元数量 犖 为２０，４０，

８０，１６０，３２０对半径为４犪ｓ对称共焦腔进行计算，在

计算机上对应的计算时间为０．３ｓ，１ｓ，４ｓ，１６ｓ，

６５ｓ，图４为最大特征值绝对值对应的归一化光场

振幅分布。当离散单元数量犖 为２０时，其特征值

绝对值的最大值均为１．１１５３，其衍射损耗小于０，对

应的光场分布为不规则的锯齿状。另外四种离散单

元数量其特征值绝对值的最大值均为１，其对应的

归一化光场振幅分布为一致的基模。随着离散单元

数量的增加，模式计算时间与离散单元数量呈平方

关系增加，合适的离散单元数量，既能保证谐振腔模

式的计算精度，也能减少计算机的运算量，节约运算

时间。

为了分析离散单元数量犖 对计算不同半径镜

片的模式的影响，先进行如下的模拟计算，设定离散

单元数量犖 分别为２０，４０，６０，８０，分别对镜片半径

为０．１犪ｓ，０．２犪ｓ，０．３犪ｓ，…，９．９犪ｓ，１０．０犪ｓ等１００个不

同对称共焦腔进行计算，求出每个谐振腔最大的特

征值绝对值如图５所示。可以看出，不同的离散单元

数量犖，对于小的镜片半径，其最大的特征值绝对

值是一样的，随着离散单元数量犖 的增大，其最大

的特征值绝对值开始起伏的镜片半径也增大。

图５ 不同离散单元数量的最大特征值绝对值分布

Ｆｉｇ．５ Ａｂｓｏｌｕｔｅｖａｌｕｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｍｏｓｔｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ

ｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｄｉｓｃｒｅｔｅｕｎｉｔｓ

图６ 最佳离散单元数量犖 与反射镜半径犪的关系

Ｆｉｇ．６ Ｒｅｌａｔｉｏｎｏｆｏｐｔｉｍａｌｄｉｓｃｒｅｔｅｕｎｉｔａｍｏｕｎｔ犖ｗｉｔｈ

ｍｉｒｒｏｒｒａｄｉｕｓ犪

对于一定的镜片半径，有一最佳的离散单元数

量，即实际离散单元数量大于最佳离散单元数量时，

计算的损耗和模式分布不再发生明显变化。图６为

最佳离散单元数量犖与对称共焦腔反射镜半径犪之

间的关系，曲线拟合发现

犖 ＝２（犪／犪ｓ）
２。 （２１）

　　 为保证计算的有效性，最佳离散单元数量犖可

表示为

犖 ＝
［２．２（犪／犪ｓ）

２］， 犪≥３犪ｓ

３０ 犪＜３犪
烅
烄

烆 ｓ

。 （２２）
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６　大菲涅耳系数共焦腔的模式计算

对反射镜半径为４犪ｓ，６犪ｓ，８犪ｓ，１０犪ｓ的对称共焦

腔（对应的菲涅耳系数犉分别为１６，３６，６４，１００）进

行模式计算，离散单元数量 犖 分别为４０，８０，１５０，

２２０。图７为不同镜片半径共焦腔的前面几个低级

模式。计算结果表明，合适的离散单元数量，传输矩

阵模式计算方法可以实现大菲涅耳系数共焦腔的模

式计算，而且低阶模的光场分布不随反射镜半径的

增大而变化。

图７ 不同镜片半径共焦腔的前面几个低级模式

Ｆｉｇ．７ Ａｍｐｌｉｔｕｄｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｌｏｗｏｒｄｅｒｍｏｄｅｓｏｆｍｉｒｒｏｒｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｒａｄｉｉ犪ｓ

７　结　论

建立了激光谐振腔一维衍射积分方程的光束往

返传输矩阵，通过求解传输矩阵特征值与特征向量，

获得激光谐振腔模式特征。该方法可以在数秒内一

次性快速计算同阶贝塞耳函数的所有谐振腔模式和

衍射损耗，其结果与ＦｏｘＬｉ数值迭代方式计算结果

完全一致。分别对对称谐振腔往返传输矩阵的犃２

与单个传输犃的特征值及特征向量之间关系和物

理意义，以及非对称谐振腔往返传输矩阵犃犅与犅犃

的特征值及特征向量之间关系和物理意义进行了分

析和讨论，建立了数学表达式，并可通过改变传输矩

阵来提高计算效率。分析了对称共焦离散单元数量

对光腔模式计算结果的影响，建立了最佳离散单元

数量与对称共焦腔菲涅耳数的关系表达式。计算了

大菲涅耳系数共焦腔的模式，结果表明，低阶模的

光场分布不随反射镜半径的增大而变化。
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