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独立模式算法求解颗粒粒径分布的研究
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摘要!光散射法测粒技术中常常会碰到反问题!+,-./0.1/234.5"#即对多分散的颗粒两相介质#通过测得的多个角

度或不同波长下的光信号#求解第一类6/.78245积分方程$从理论和实验两方面出发#改进了9:25.;算法在前

向散射和消光法测粒技术中的应用#获得合理的颗粒粒径分布结果$
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W!引!言

!!衍射或前向光散射法是通过测量颗粒系在前向
不同角度范围内的衍射或散射光强大小获得粒径分

布的#消光法则是通过测量多个波长下透射光强度
的大小获得粒径分布的$在这两种测量方法的数据
处理中都会遇到求解第一类6/.78245积分方程的
问题$目前对此类方程还没有理论解#因而必须采
用其他方法$已有的反演算法可以分为分布函数算
法和无分布函数算法两类#两者又分别称为非独立
模式算法!+,7.1.,7.,O527.4C4@2/+O85"和独立模
式算法!7.1.,7.,O527.4C4@2/+O85"$
非独立模式算法基于这样一个假设&被测颗粒

系的颗粒尺寸分布满足某个已知的分布函数!如Y%
Y分布和正态分布等"#通过一定的优化方法确定分
布函数中的待定参数$由于目前大多数分布函数都
是双参数分布#所以非独立模式反演本质上就是"
个参数的最优求解过程(W#")$
事实上#在绝大多数实际应用中#往往不知道被

测颗粒系的粒径分布规律#或者颗粒系的尺寸分布
无法简单地用某个分布来描述#这就使非独立模式
求得的结果变得不可靠$目前国内外大都采用独立
模式算法确定颗粒的尺寸分布$所谓独立模式的算
法#就是不事先假定被测颗粒系的分布形式#而是根
据实际测量结果直接求解第一类6/.78245积分方
程$在 已 经 提 出 的 独 立 模 式 算 法 中#S8+4+1%
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9:25.;%TTKE算法应用最广!但还存在一些问
题!本文主要探讨的是该算法的改进及在前向散射
和多波长消光法测粒技术中的应用"

"!问题的提出

=R>!衍射及前向散射测粒技术中的反演问题
对于前向散射#(!’$!在同轴采光##$的情况%图W&

下!光通量可由下式计算得到

3<!
"!!
’""

#"
#W
#%W%#!/!!!5&=%"%#!/!!!5&$0+,#7#

%W&
式中!!!为入射光强度!%W和%"为包含粒径信息的散
射强度函数#)$"

图W 同轴采光示意图

6+@RW K+@8ON2CG+C4N244.NO+,@527.4

在散射或前向小角散射中!散射光通常由数十
个不同大小的同心圆环组成的光电探测元件%光靶&
测得"光靶直径及环数与颗粒测量范围有关"于是
得到如下方程组

’W <$W!W9W=$"!W9"=’=$"!W9"
’" <$W!"9W=$"!"9"=’=$"!"9"
(
’5 <$W!59W=$"!59"=’=$"!59" %"&

式中5为环数!"为粒径分档数!每一个系数$%!> 按
式%W&计算得到!其意义为)不同粒径段的等效平均
值?%的颗粒落在第>环上的散射光能"以上线性方
程组表示成矩阵形式就是

@<0A %(&
其中@< %’W!’"!’!’5&0 称为光能分布列向量*而

A < %9W!9"!’!9"&0 称为尺寸分布列向量"这里将
系数矩阵写为

0<

$W!W $"!W ’ $"!W
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!! 当系数矩阵0求得后!问题转化为如何从所测
得的光能分布列向量@来求解线性方程组%(&!以获
得被测颗粒的理论分布A"

=R=!多波长消光法测粒技术中的反演问题
在多波长消光法测量中#&$!对于具有一定尺寸

范围的多分散颗粒系有

4,%!+!!&> <C"’D"
E

+F%?&?
"G.GO%>&7? %’&

式中!+和E分别为颗粒分布尺寸的上下限!F%?&
为颗粒数目频度分布或颗粒数目分布!>为波长数"
用数值积分的方法将%’&式离散!同样可以得

到一矩阵表示的线性方程组

@<0F %#&
其中!0>!% <?"%G.GO%!>!5!?%&!?%为各分档的等效
粒径!G.GO为消光系数!由颗粒折射率,粒径及入射
光波长决定"可见!两种光散射测粒方法最终都得
到如下形式的线性方程组

@<0H %)&
这样!反演问题归结为式%)&的求解"
从数学上讲!如果系数矩阵0 满秩!被测颗粒

的列向量H 可由下式计算得到

H <0CW@ %&&
但由于方程组%&&高度病态!条件数非常大!因而无
法采用通常的算法进行求解"

(!S8+44+10%9:25.;%TTKE算法的应
用和分析

?R>!粒径分布的求解
非负最小二乘法%TTKE解法&是最早采用的一

种算法"但9:25.;#$$认为按此方法算出的结果!
受向量@的误差影响较大!而这种误差在测量中难
以避免!所以常得不到理想的解!为此他引入光顺因
子$和光顺矩阵I!将式%)&改写为

%00J=$I&H <0J@ %$&
再用非负最小二乘法求解!即

’%00J=$I&H C0J@’ <5+,
H (- !

%*&

0J为系数矩阵的转置!H (!表示对体积分布或者数
目分布列向量的所有分量!有H%(!!%<W!"!’!""

!!应用上述算法!对用前向散射法测量国家标准
颗粒UZ[W"!!!W"W"!!!)的测量数据进行反演!
得到的体积累积频度分布如图"所示!体积平均直
径如表W所示"
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图" UZ[W"!!!W"W"!!!)标准颗粒反演结果

6+@R" B,-./0./.0D4O02M0OC,7C/7/.M./.,N.1C/O+N4.0!UZ[W"!!!W"W"!!!)"5.C0D/.5.,O

表> @<&3*%算法反演结果

@5:-*> ()A*09*0*9#-"9&’A&-#3*3*5)$153*"*0!B,4":%@<&3*%5-/&01"23

EC514.,D53./ UZ[W"!!!W UZ[W"!!!" UZ[W"!!!( UZ[W"!!!’ UZ[W"!!!# UZ[W"!!!)
VF\2,4C3.4##5 "R!$ (R() #R!) W!RW’ W)R)’ "WR!#
B,-./0./.0D4O0##5 WR*( (R’ #R" WWR# W&R!W W*R!W

X//2/#] &R" WR" "R&& W(R’ "R"" *R)*

图( 9:25.;算法反演结果

6+@R( B,-./0./.0D4O03;9:25.;C4@2/+O85
!7COCM/254+@8O.GO+,NO+2,5.C0D/.5.,O"

!!图(是消光法对某一颗粒悬浊液测量(次后所
得数据进行反演得到的数目分布结果$由图可见%
反演效果令人满意$

?R=!光顺因子!的选取
在前面的数值模拟中%回避了9:25.;算法中

一个最重要的问题&光顺因子$的选取$事实上%光
顺因子$对于线性方程的解影响很大%$<!%式!$"
退化为一般的求逆矩阵算法%由此得到的解呈剧烈
振荡形$逐渐增大$值%解的振荡减少%逐渐变得光
顺%分布变宽$$值过大%则分布过于光顺%仍会造成
误差$
因此%在计算过程中%如何选取$值一直颇受人

们关注’&"W!(%我们采用的是UAV技术!@.,./C4+P.7
N/200-C4+7CO+2,O.N8,+QD."’WW($经过一系列的推
导%$的选定可以归结为对下列关于$的函数求最
小值

8!$"<5
’!C0!00J=$I"CW0J(@ "

9/CN.)’!C0!0J0=$I"CW0J(*
!W!"

式中%!为单位矩阵%5为矩阵的阶数%也等于单位矩
阵的阶数%符号KK是求范数%符号9/CN.是求矩阵
的迹$由于$本身的值可能很大%为研究方便%对该
参数正则化%即按照8!$"#’8!$"=W(计算%将函数
值约束在!和W之间$这种处理并不会改变函数本
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身的变化规律!绝大多数情况下的计算表明"函数

8#$$%&8#$$=W’总是符合图’所示变化规律"运用
一维搜索容易找到最优$值!

图’ 确定最优$的8#$$%&8#$$=W’曲线

6+@R’ AD/-.2MMD,NO+2,8#$$%&8#$$=W’M2/

7.O./5+,CO+2,2M21O+5D51C/C5.O./$

图# $<!LW的反演结果

6+@R# B,-./0./.0D4O02M$<!LW

图) $<W!!!!的反演结果

6+@R) B,-./0./.0D4O02M$<W!!!!

运用数值模拟"假定 C? Ŵ!#5"M<W的Y%Y
分布颗粒系"先计算理论光能分布"给理论光能分布
的每个数据随机地加上"]"’]的误差后作为测
量数据"再用9:25.;算法进行反演"结果如图#"

图& UAV技术 #$<W!!$的反演结果

6+@R& B,-./0./.0D4O03;UAVO.N8,+QD.#$<W!!$

&所示!其中图&的$值由UAV技术确定!
值得一提的是"在少数情况下"会出现(瓶底)现

象"就是存在一系列大小相同的最小值对应不同的

$值"或者8#$$%&8#$$=W’曲线本身振荡!对于前

一种情况"$值的选取可以通过对系列最优$求平均
来确定*对于后一种情况"可以通过对8#$$曲线进
行多项式拟合"最终得到图’所示的曲线"从而求得
最佳$值!
必须指出"在颗粒测量中"至今还没有一种适用

于任何情况的反演方法"任何算法或者寻优方法都
有各自的适用范围和局限性!

图$ 双峰反演结果

6+@R$ B,-./0./.0D4O02M"%527.47+0O/+3DO+2,

?R?!双峰!多峰分布的反演
对双峰分布进行数值模拟时"设定分布由两种

Y%Y分布的颗粒系 #C?W ^W!#5"MW <$*
C?" ^#!

#5"M" <"!$按W_W的重量比混合而成"反演时同
样给理论光能分布加上"]"’]的随机误差"反演
的结果同设定分布的比较如图$所示*对三峰分布
进行数值模拟时"设定分布由(种Y%Y分布的颗粒

系 #C?W #̂#5"MW<)*
C?" "̂!#5"M"<#*

C?( ^
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$!#5!M( "̂"按W_(_W混合!反演结果同设定分布
的比较如图*所示#此外!为了考证该算法的分辨
率!设定两种Y%Y分布的颗粒系 $C?W Ŵ#5!MW<
$%C?" "̂55!M" Ŵ!"按W_W混合!反演结果如图

W!所示#
通常情况下!非独立模式算法$如限定Y%Y分

布"难以得到双峰分布结果%而由图$"W!可见!改
进的9:25.;算法对双峰乃至三峰分布的颗粒都
可以给出很好的结果!甚至对相距W#5的颗粒都
能很好地分辨!这就是独立模式算法的优势所在#

图* 三峰分布反演结果

6+@R* B,-./0./.0D4O02M(%527.47+0O/+3DO+2,

当然!其计算结果略显不足!主要表现在&分布区间
变宽!反演结果的曲线与理论分布曲线峰值大小略
有不同%某些情况下!在无颗粒区间可能会’无中生
有(出非零解#这些缺陷的产生与第一类6/.78245
积分的’核函数(的性质密切相关#
图WW$C""$N"是对某激光测粒仪测量混合颗

粒系后的实验数据进行反演的结果!其体积平均直
径计算结果分别为&‘W##5!W!‘’W#5!*‘"*#5#
实验也表明!该算法可以分辨双峰分布#

图W! 分辨率效果

6+@RW! \.52,0O/CO+2,2M7+0N/+5+,CO+2,

图WW 混合颗粒的反演结果

6+@RWW B,-./0./.0D4O02M5+G.71C/O+N4.0
$C"UZ[W"!!!WaUZ[W"!!!*%$3"UZ[W"!!!(aUZ[W"!!!#%$N"UZ[W"!!!"aUZ[W"!!!’

?RC!测量误差的影响
实际测量过程中!不可避免会引入测量误差!通

过数值模拟!可以估计误差对反演结果的影响#
对特征尺寸为#!#5!分布参数为’的颗粒系

进行数值模拟!图W"和图W(为在理论光能分布数
据加上不同随机误差后与无误差反演的比较#理论
分布的?(" 为’"‘&#5!无误差反演得到的?(" 为
’"‘$#5%"]随机误差得到的?(" 为’"‘)#5%#]
随机误差反演得到的?(" 为’"‘(#5#显然增加误
差会使计算结果的准确性受到一定的影响!但由于

9:25.;算法引入的光顺矩阵和光顺因子的作用!

使反演结果有很好的稳定性#

’!结!论

!! 本文利用 UAV 技术!用最优化方法确定

S8+4+1%9:25.;%TTKE算法中光顺因子$!改善了

S8+4+1%9:25.;%TTKE算法的性能!对双峰和(峰
分布的颗粒都能得到很好的结果!并且有较高的分
辨率!同时解有很好的稳定性!在测量误差达#]时
仍可得到满意的结果#
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图W" 无误差和#]随机误差的反演结果

6+@RW" B,-./0./.0D4O0:+O8,2.//2/C,7:+O8#]

/C,7255.C0D/.5.,O.//2/

图W( "]随机误差的反演结果

6+@RW( B,-./0./.0D4O0:+O8"]/C,725

5.C0D/.5.,O.//2/
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