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提要 采用广义截断二阶矩法，推导出了用不完善伽玛函数表示的有硬边光阑衍射时厄米高斯光束广义 M~ 因

子的解析公式，它由厄米-高斯光束的阶数 n 和截断参数α 所确定，对此进行了数值计算和分析，并对所得解析结

果的特殊情况作了深入的讨论。
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M 2 -factor of Hermite-Gaussian Beams with Hard-edge Aperture: 
Generalized Truncated Second-order Moments Method 
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Abstract By using the generalized truncated second-order moments method , the closed-form expression for the M2
_ 

faclor of Hermite-Gaussian beams with h缸d-edge aperture is deri ved , which is WTi tten in t臼ms of the incomplete Gamare 

function and dependent on the bearn order J1 缸1d trancation p征an1eter a. Numeric在lcal巳ulations are performed and 

analyzed. Fur白白more ， some special cases of our analytical expression are discussed. 

Keyw。他 Hermit←Gaussian b町 hard吨e aperture; generalized M 2 
- factor ( M~广 factor); generalized truncated 

se∞nd-order moments method 

1 引
~ 

仨1

在激光的实际应用中，光束质量是一个重要研究

课题。由 Si喀man 教授倡导基于二阶矩定义的光束

传输因子(M2 因子) [ 1] 在理想近轴光学系统中是一个

不变量，且同时反映光束近场和远场的分布特性，因

此，国际标准化组织(Ig))将 M2 因子作为衡量激光

光束质量的重要参数[2] 。 但是在实际应用中，基于二

阶矩定义的 M2 因子在有硬边光阑存在时遇到积分

发散的困难。因此，如何评价有硬边光阑衍射激光光

束的光束质量成为一个应当认真研究的课题。迄今

为止，为克服积分发散困难，已提出了不少方法 ， 例

如，广义截断二阶矩法[3 .4] 、渐近近似法[5-7] 、自收敛

束宽法[8] 、有窗口维格纳函数权重矩法[9] 等。本文以

有硬边光阑衍射时厄米高斯光束为例，采用广义截

断二阶矩法，经繁冗但严格的推导，得出用不完善伽

玛函数表示的广义 M~ 因子的解析计算公式，作了数

值计算和分析，并就实际应用中感兴趣的两个特例进

行了深入的讨论，所得结果对有硬边光阑衍射时激光

光束质量评价有应用意义。

2 有硬边光阑衍射时厄米 高斯光束

的 1'vf 因子

一维厄米一高斯光束在光腰处(z = 0 )的场分布为

铃激光技术国家重点实验室和四川省重点科技资助课题。 E(x ,0 ) =叫一三 )托，归之) (1) 
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式中 Wo 是厄米一高斯光束对应基模高斯光束的束

腰宽度， 工 是位置坐标，H'I 是 η 阶厄米多项式。

定义式[ 10 ) 

γ ( v飞川川， t川tο) = [川斗
设 I。为人射到半宽度为 α 的光阑内的功率， ρ

为光阑内的功率占总功率的百分比，则 (υ1 t川1 < ∞ ， Rev > 0创) 

Io = f 1 E( 工， 0) 12dx (2) 

ρ =咐 1 E(υ 1 2 dx (3) 

r(t) = [ j ut- ldu 

(Ret > 0) 

将(1)式代人(2)和 (3)式积分之，得

利用伽玛函数 r(t )和不完善伽玛函数 γ(v ， t) 的

Io =电ι。兰兰州!(叮叮;!匀) ， y(n - i -j +0.5 ， 2α 2 ) 

ρ 一 221!J!(j二123!一 2j) ! 阳 -i-j+0.5 ， 2α 2 )
，， /2η/2(- 1/4) 问η!
~ ~ :-T:t7一叭， (… 'ì:\， r( η - i - j + 0.5) 

式中 α = α 1<-均 为截断参数。广义截断二阶矩的定义为[3 . 4)

<X2) = JJx2IE( 工) 12 d工

1 r I _" , 1 . 4 < u 2
) = 寸~I I E'(x) l dx+ 寸一一 [1 E(α) 1 2 + IE( - a) 12J k " Io J , - ， ~ ， , -~ k " Io a 

忡忡 'ì .; T 1 1 礼 E'( 工 ) ]铃 E( 工) -工E'(x)E * (x) ldx 
2ikIo J 

式中 〈工2) , < μ 2 ) 分别表示空域和频域中光强的二阶矩 ， < xU ) 是交叉矩 ， k 二 2π/À 为被数 ， À 为波长。

将 (1) 式代人(8) 式- (10) 式并利用(4) 式，经繁冗的积分计算，将最后结果整理为:

? \ 2~ 兰兰 i !j ! (ι:?!)J; 川 γ(n - i 一 j + 1. 5 ， 2α 2 ) 
〈 工2) = 云 - J J7J J J 

L 兰兰 i ! j ! (二-2111!)JJ 一 勾) !γ(川 -j+0.5 ， 2α 2 ) 

〈山古~l乏 4"22t!J!(;二13;!一勾)f [ γ (n-i - j + 1. 5 ， 2α 2 ) 一
2(ηi - j)γ(η -i-j+0.5 ， 2α 2 ) + (η- 2 i) (η - 2j) γ (n - i - j - 0.5 ， 2α 2 ) ] + 

3 川2 兰 二 t门均川削!Um圳1川川!川(JJ 二Y巳叭f3川;扎川川i;川川:2r;f!一 勾μ川川)川川!刊(川 ，， -……-…叮-丁J
〈工u ) = 0 

将 (11)式- (13)式代人

< x2) <u2) - <xu ) = (MU2k )2 
得 M~ = 2走 叮而写 = |1 22t!1!(卢♂!)J; 一 2j)! [ γ(η - J 十1. 5 ， 2α 2 ) 一

2( n - i - j)γ (n - 1 一 j+0.5 ， 2α 2 )+ (η → 2 i) (η - 2j) γ(η -i - j - 0 . 5 ， 2α 2 ) ] + 

乎也2 2 三 i!j ! (止;!)JJ 一 勾 )f(2a 2 ) 1/ - ;个

(4 ) 

(5) 

(6 ) 

(7 ) 

(8 ) 

(9 ) 

(10) 

(11 ) 

(12) 

(13 ) 

(14) 
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[喝￡ 兰乱i!j旧圳1川川!川( η 仁斗2二N:
[ 2挡2 i门均叩州!υm圳j川川!川( η卢山仁乌2川JJ; -→斗训2勾ω川1ρ川)川! γ川( η 一 i-j+0.5 ， 2α2 ) l l 

(15) 

(15) 式是有硬边光阑衍射时厄米高斯光束 M~ 因子的解析表示式。从(15) 式可以看出，有硬边光阑衍射时

厄米一高斯光束因子 M~ 由厄米高斯光束的阶数和截断参数两个参数所确定。现对(15) 式的两个特例加以

讨论:

(1) α →∞(即 α →∞)时，

M叫L =→2j啤￡ 兰丘i !圳1川川!川(n 仁12二N:
(←η卜川-→-2i刀川川iο)川(η 2j)r(川一 j O 5)][251!1!(卢川

[坦白!(nf♂!);;一 2j) !附 一 i- j+0.5)]
利用积分公式川

以及厄米多项式的递推公式[ 1 J] 

:21oz e- X Hm (x)H" (工 )dx = ~ 
l 2、!、 π

m 弓.t: n 

m η 

H"+I (工) = 2xH,, (x) - 2ηH，， _ I (工)

(16) 

(17) 

(18) 

由(16) 式推导得 M~ = 2n + 1 (19) 

. 这一结果表明在无光阑限制时厄米-高斯光束的光束传输因子 M~ 与束宽无关，由厄米-高斯光束的阶数唯

一确定，且随厄米高斯光束的阶数的增加呈线性增加。当厄米一高斯光束阶数 n = 0 时，就回到基模高斯光
束，此时的光束传输因子 M~ 1 。以上结果与文献[ 12 J 一致。

(2) 当 η=0 时，厄米高斯光束退化为基模高斯光束。将 η=0 代人(15) 式，得

M2-2/[ Y( 1. 5 ，与2-j+(4JZlue2勺 γ ( 1. 5 ， 2α2 ) 
c -

y(0.5 ， 2α 2 ) 

利用不完善伽码函数的递推公式川

γ(α+ 1 ，工) =αγ(α ， x) - x. exp( - x) 

和不完善伽码函数与误差函数 erf 之间的关系式[ 10] 

得

1 I 1 2 \ erf(x) = τγ1τ ，旷 l
、 π 飞

(20) 

(21) 

(22) 

/ , , AI2 \
1/2 /2 \ . r - I /., 112 \ . _._./ ., 2\ , 8/ 2 A\ . .r- 2/ ., 1/2 M~= ^， / 1+4(~) ( 一一 α)erf- I (i /2 α )exp(-2α) + 一(α- 4 )erf-z (2α)exp( - 4α2 ) (23) 
πα/π 

与文献[4 J 的结果一致。

3 数值计算和分析

利用 (7)式和 (15)式进行数值计算，计算结果分

别如图 1 和图 2 所示 。 图 1 是不同阶数厄米-高斯

光束人射功率百分比 ρ 随截断参数 α 变化的曲线。

从图 1 可见，当截断参数 α 相同时，人射到光阑内

的厄米-高斯光束的功率含量百分比 ρ 随阶数 n 的

增大而减小。说明低阶厄米一高斯光束的能量集中

度比高阶厄米一高斯光束的能量集中度高。 对相同

的功率含量百分比，则阶数越高的厄米高斯光束要

求的截断参数越大。显然，这可由厄米一高斯光束的

光强分布予以解释。 图 2 给出了有硬边光阑衍射厄

米-高斯光束光束的广义 M~ 因子随截断参数 α 的

变化曲线。由图可知 : (1)当 α 一定时， ML 因子随

阶数 η 的增大而增大 j (2) 当 η 一定时，当 α 较小时
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M~ 因子随 α 的增大而减小;当 α 较大时M~ 因子

趋近于一个常数为 2n + 1 。
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图 i 厄米-高斯光束入射到光阑内的功率含量百分比

p 随截断参数α 的变化

Fig. L The power fraction p of Hermite-Gaussian beams 

entering through the aperture as a [unction o[ truncation 

P缸an1eterα

14 

11=) 12 

10 

^'(~ 

11=2 

11= 1 

η=0 

。
。

α 

图 2 有硬边光阑限制厄米一高斯光束的广义 M2 因子

(M~ 因子)随截断参数 α 的变化

Fig. 2 The generalized M 2 
- [actor (M~ -[actor) of apertured 

Herrni te-Gaussian beams versus truncation parameterα 

4 小 结

本文利用广义截断二阶矩法，推出了有硬边光阑

衍射时厄米一高斯光束的光束传输因子的解析表达

式，它由厄米高斯光束的阶数n和截断参数 α决

激 A29 卷

定。当光阑宽度 α→∞和厄米高斯光束阶数 n=Oη

=0 时，该公式就分别约化为无光阑限制厄米一高斯

光束和有硬边光阑衍射高斯光束 M2 因子公式。本

项工作说明在有硬边光阑衍射的情况下，采用广义截

断二阶矩法不仅能克服硬边衍射引起的"发散"困难，

而且当光阑趋于无穷大时能回到由 Si电man 理论导

出的结果，表明在有硬边光阑衍射的情况下，采用广

义截断二阶矩法研究激光光束质量是可行的。但正

如文献[4 ， 6J所指出，该方法的使用尚存在一些问题，

值得作进一步深入研究。
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