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光子晶体中矢量场的 Bloch 定理
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(国防科学技术大学光电工程系，长沙 410073)

键要 Bloch 定理是光子晶体理论中平面波方法和传输矩阵法的重要理论基础。运用量子力学中的算符理论，将

Bloch定理由标盘场推广到矢量场;发现这是电介质材料具有空间平移对称性的直线结论。
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Bloch' s Theorem in Photonic Crystals 
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Abstract Bloch' s theoren1 is the foundation of plane wave method and transfer matrix method in the theory of pholonic 

cryslals. In this chapt町， the thω.ry about operator in qu皿t山口 mechanics is generalized to vector fi eld and Bloch' s 

lheorem with vector is given. This is the direct ∞nclusion of the spalial translational symmetry of dielectric materials. 
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众所周知，在半导体中，由于势场的周期性，使得

电子的能量呈带状结构，带和带之间可能有间隙一一

带隙;它可以通过解周期场下的薛定诗方程来得到。

光场的亥姆霍兹方程与薛定愕方程十分相似;因而当

介电常数具有周期性时，在光电子晶体能带结构中也

可能存在带隙，频率落在光子带隙内的光波不能在光

子晶体中传播。这种类似半导体的周期性电介质结

构称为光子晶体。这种材料有一个显著的特点是它

可以利用带结构中可能存在的带隙，如人所愿地控制

光子的运动[1-飞光子晶体的应用非常广泛，可以制

作高性能器件;新型的平面天线、光子晶体波导、光子

晶体微腔、光子晶体光纤、光子晶体超棱镜等[←9] 。

研究光子晶体常用的方法有矢量平面波方法[ 10. 门]和

传输矩阵法[ 12] 。两种方法中用到一个很重要的结

论，即矢茧-场的 Bloch 定理。文献[3J中有对矢量场的

Bloch定理的简单分析，但我们认为其主要存在的不

足是，平移算符的本征函数 f r是凭经验选择的，因

而定理所体现的物理意义不太明确。本文运用量子

力学中的算符理论，将 Bloch 定理由标量场推广到矢

量场;发现矢量场的 Bloch 定理也是系统具有空间平

移对称性的直接结论。

2 光子晶体中的本征方程

光子晶体中的 Maxwell 方程组可以化简成[ 3.11]

× -L寸 X H ( r) = r 纠2 H(r)E(r)V n .... "/ - \c} 
/牛、
可

θ(r)=? × 」-7 × ， λ = (w 12 

E(r)vn , r. -\C) 
，
川H
H
d

m
贝
'

θ (r)H(r) = λH(r) (1) 

即光子晶体中的本征方程。

设 a[ 、 a 2 、 a 3 代表光子晶体的三个基矢，则格

矢

R mlal+m2a2+m3a 3 

其中 ml 、 m2 、 m3 是整数，定义 T代表与使位矢r 变

到位矢 r + R 的平移操作相当的算符，即
1j( r) = f( r + R) 

电介质具有周期性结构，即介电常数 dr) 具

有晶格的周期性。

3 光子晶体的 Bloch 定理

设光子晶体本征方程的相应于本征值 A 的两
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个线性无关解(对于非简并和多重简井的情况方法

相同 ):h\(r)和机 (r) ，设彼此正交归一。有

T@hj(r) = λhj(r + R) (i = 1,2) (2) 

θThj (r) = θ'hj(r+R) (i =1 ,2) (3) 

由于 T 与 θ 可对易[剖，所以

θhj (r + R) = Ah j ( r 十 R) (i= 1, 2) (4) 

即 hj (r + R) 也是相应于本征值 λ 的本征函数，因

此可以表示成 hj (r) 的线性叠加

h\(r+R) c\\h\(r)+c\zhz(r) (5) 

h 2(r + R) = c2\h\(r) + cZ2h2(r) (6) 

光子晶体中的 Floquet 定下:如进行适当的线性

叠加，总可以找到两个解 H\ (r) 、 Hz (r) 具有下列

简单的特性:

H j (r + R) =αH， ( r ) (i = 1 , 2 ) (7) 
， 民‘
三r

H, (r) 二 Ah \ (r) + Bh 2 (r ) 

由 (5)式 ~(8)式得

H, (r + R) = (Ac II 十 BCZl)hl (r) + 

(Aclz + BCzz)h 2(r) (9) 

H, (r + R) =α [Ah ， (r) + Bh 2 (r) ] (10) 

由 h\ (r) 和 h2 (r) 的正交归一性

(8) 

ACII + BC21 αA (11) 
Ac 12 + BC22 二 αB (12) 

这是 A ， B 的线性齐次方程组，它们有非零解的充要

条件为
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这是 A 的二次方程，总能找到它的两个根 αl 和 α2 。

分别用 αl 与 α2 代人(11 )式、 (12) 式，可求出 A ， B

的两组解，并将它们代人(6) 式，即求得相应的两个

波函数 H 1 (r) ， H2 (r) 。它们是满足(7) 式的。 (7) 式

显然可以推广

H ,(r + πR)= α"Hi (r) (14) 

(n = 0 ，士 1 ，士 2 ，…)

若 α 的模大于 1 则当 η 超于正无穷时，

I H , (r + nR) I 就趋于无穷，即在无究远处 H， (r + 

71R) 是无界的，因此， α 的模不能大于 1。类似的 α 的

模也不能小于 1。所以只能是 α 的模等于 1。不妨取

α = e iK
'
R (15) 

若

H(r) = 卢IHI(r) + 品 H2 (r) (16) 

光 A29 卷

则
H(r + R) = eiK 'RH(r) (17) 

考虑到复指数函数的周期性(周期为 2π) ，不妨

把 K.R 限制在

一 π ~K. R~二 π (18)

这就是平面波方法中的简约 Brillouin 区(或称

第一 Brillo山n 区 )0 (17)式中，令

H(r) = eiK 'ruK(r) (19) 

其中 K(实向量)待定。(17) 式变为

H(r + R) = eiK '(R+r)UK(r) (20) 

由 (19)式

H(r + R) = e,X'(R+r) uK(r + R) (21) 

所以

UK(r + R) = uK(r) (22) 

即光子晶体中的矢量场 H满足 Bloch 定理。

从上述的推导过程可看出，光子晶体中的 Bloch

定理是电介质具有空间平移对称性的直接结论。

4 结论

证明过程表明 :

1)由于只要求算符 T与θ 可对易，所以光子晶

体中的乔量场 E 也满足 Bloch 定理;

2) 平面波方法中的简约 Brillouin 区是由(18)

式确定，类似的可以确定第二 Brillouin 区、第三

Brillouin 区等。
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